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Vorwort
Die Theorie der k�unstlihen Neuronalen Netze ist in den bisherigen fast 60Jahren ihres Bestehens zu einem wihtigen Zweig der Theoretishen Informa-tik geworden. Seit es diese Theorie gibt wurde auh versuht, solhe lernendeMashinen zu realisieren. Der erste Neuroomputer, Snark, wurde bereits1954 von Marvin Minsky entwikelt. Snark verwendete motorgesteuertePotentiometer als Gewihte. Zum Gl�uk gibt es heute etwas ausgereiftereTehniken.Die VLSI-Tehnologie (Very Large Sale Integration) bietet die M�oglih-keit, auh gr�o�ere Netzwerke zu implementieren. Vergleiht man jedoh dieLeistung solher auf Silizium basierender Netzwerke mit der von organi-shen/biologishen, so mu� man feststellen, da� diese unerreihbar zu seinsheinen.Diese Arbeit setzt in einem Punkt zwishen den drei Spannungsfeldernvon Theorie, tehnisher Realisierung und Biologie an. Mein Ausgangs-punkt ist die Theorie von Shwellenshaltkreisen (threshold iruits). Diesewird auf ihre Tauglihkeit in Bezug auf VLSI diskutiert und m�oglihe An-passungen der Theorie werden vorgeshlagen. An einigen Beispielen wirddas Design von eÆzienten Shaltkreisen nah VLSI-freundlihen Kriteriendemonstriert.Die Forshungen an biologishen und k�unstlihen Neuronalen Netzensind miteinander eng verkn�upft. Niht nur bietet die Biologie Inspirationf�ur die Informatik, auh die Informatik tr�agt zum besseren Verst�andnis derbiologishen Vorg�ange bei. Diese Arbeit besh�aftigt sih auh mit einigenbiologishen Aspekten. Einige quantitativen Absh�atzungen �uber die Ana-tomie der Kortex dienen als Vorlage f�ur ein Modell, an dem haupts�ahlihdie Verbindungsstruktur zwishen den Neuronen untersuht wird.ii



NeuerungenIm Rahmen dieser Arbeit konnten einige neue Ergebnisse erzielt werden.Diese sollen hier kurz angef�uhrt werden.Ein neuer Shaltkreis f�ur COMPARISON wird vorgestellt. Die Konstruk-tion ben�otigt Shwellengatter, hat variablen Fan-in und ist gut f�ur VLSI-Implementation geeignet. Siehe dazu Abshnitt 3.2.2 auf Seite 22 bzw. Lem-ma 3.2.2 auf Seite 23 und Abbildung 3.3 auf Seite 23.Ein neuer AND/OR-Shaltkreis f�ur COMPARISON hat ebenfalls varia-blen Fan-in und gute VLSI-Eigenshaften. Zu �nden ist diese Konstruktionin Abshnitt 3.2.2 auf Seite 25 (Modi�kation der Konstruktion von Siu etal.(LEG)) bzw. Abbildung 3.5 auf Seite 27.Die Lokalit�at von Shaltkreisen wird im Abshnitt 3.2.3 auf Seite 33anhand der Kantenkreuzungen (rossings) abgesh�atzt.Ein Shaltkreis mit beshr�anktem Fan-in zur Berehnung von Shwellen-funktionen wird angegeben. Theorem 1 auf Seite 43 maht Aussagen �uberdessen Eigenshaften.Selbiges wird f�ur -symmetrishe Funktionen, eine Funktionsklasse diein De�nition 3.3.3 auf Seite 44 de�niert ist, angegeben. Die Eigenshaftendes Shaltkreises sind in Theorem 2 auf Seite 45 angegeben.In Kapitel 4 auf Seite 47 wird ein Shaltkreismodell eingef�uhrt, das Ver-bindungsstrukturen untersuhen soll (Grid-Modell). Dabei sind vor allembeshr�ankte Gatterdihte sowie beshr�anktes Fan-in und beshr�ankte Lei-tungsl�ange vorgegeben.In diesem Modell wird die ein-Layer-Arhitektur (Kn;m) untersuht. Sie-he dazu Kapitel 4.1 auf Seite 49 bzw. Lemma 4.1.1 auf Seite 51In [SRK95℄ wurde ein Shaltkreis zur eÆzienten Pr�a�xberehnung ange-geben. Lemma 3.1.2 auf Seite 19 erweitert das Ergebnis auf kleinen Fan-ino(log n).Eine wihtige Eigenshaft der COMPARISON-Funktion wurde in Lem-ma 3.2.1 auf Seite 22 angegeben. Diese Eingenshaft ist siher bekannt,konnte in der Literatur aber niht gefunden werden.DanksagungVor allem m�ohte ih meinem Betreuer Dr. Wolfgang Maass danken, f�ur seingro�es Interesse, seinen Einsatz und seine Ideen zu dieser Arbeit. Weiterswill ih allen Mitarbeitern des Instituts f�ur Grundlagen der Informations-iii
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Kapitel 1De�nitionen undBemerkungen
1.1 Aufbau der ArbeitDer Titel von Kapitel 1 spriht f�ur sih selbst. Hier werden zun�ahst diemeisten allgemein anerkannten und in dieser Arbeit ben�utzten Modelle undParadigmen eingef�uhrt. Dies sind vor allem das Shaltkreismodell, Komple-xit�atsma�e und Gattertypen. Neben den De�nitionen �ndet man hier aberauh einige wihtige Anmerkungen und bekannte Ergebnisse.Im Kapitel 2 werden die Anforderungen und Limitationen von Shalt-kreisen in VLSI und in biologishen Netzen besprohen. Es wird auh gezeigtwelhe Auswirkungen dies auf die Theorie von Shaltkreisen hat. Im Kapitel2.2.1 wird au�erdem ganz kurz der Aufbau von biologishen Shaltkreisenskizziert.Einen wihtigen Punkt der vorangegangenen Betrahtungen behandeltKapitel 3 genauer. Hier wird anhand einiger Beispiele gezeigt, wie maneÆziente Shaltkreise mit beshr�anktem Fan-in erhalten kann. Die Auswir-kungen eines solhen Design werden detailliert in Kapitel 3.2 anhand derFunktion COMPARISON erl�autert.Kapitel 4 ist eher biologish motiviert und versuht bestimmte Ver-bindungsstrukturen an Beshr�ankungen anzupassen. Dazu wird ein neuesShaltkreismodell eingef�uhrt.Im Anhang �ndet man einige Beweise die aus vershiedenen Gr�undenniht im Text eingebettet wurden. 1



1.2 Allgemeine Mathematik1.2.1 Eine fast konstante FunktionEine niht so gebr�auhlihe aber in dieser Arbeit �ofters verwendete Funktionist die log� Funktion. Diese Funktion ist extrem shwah ansteigend. Ausdiesem Grund wird ein log�-Faktor als \fast konstanter" Faktor angesehen.log� n gibt an, wie oft man n logarithmieren mu� bis log log log : : : lognkleiner oder gleih 1 ist. Die Werte von log� n f�ur n = 2; 4; 16; 65536 sindjeweils 1; 2; 3; 4.De�nition 1.2.1 (log�)F�ur ein k � 1 sei log(k+1) n = log(log(k) n) und log(1) n = logn. Dann istlog� n = minfk : log(k) n � 1g. 21.2.2 Bin�are Darstellung von ZahlenWir werden vor allem mit booleshen Funktionen f : f0; 1gn ! 0; 1m ar-beiten. Bestimmte Funktionen wie etwa COMPARISON oder ADDITIONhaben eine inherente Verbindung zu nat�urlihen oder ganzen Zahlen.Wir m�ussen also die Zahlen bin�ar kodieren. Gegeben sei ein boolesherVektor X = (x0; : : : ; xn�1) 2 f0; 1gn. Dieser Vektor stellt eine nat�urliheZahl xnat 2 f0; : : : ; 2n � 1g dar. Diese Zahl kann folgenderma�en bestimmtwerden: xnat = n�1Xi=0 xi2iUm die Notation zu vereinfahen wird in dieser Arbeit der Vektor X mit dervon ihm dargestellten Zahl identi�ziert. So bedeuted etwa X > Y eigentlihxnat > ynat.F�ur ADDITION ben�otigen wir Ganzzahlen. Auf die Behandlung vonnegativen Zahlen wird niht weiter eingegangen. Jedoh bilden die angege-benen Shaltkreise jedenfalls die passende Summe wenn negative Zahlen im2er-Komplement dargestellt werden.
2



1.2.3 GraphenEin gerihteter Graph ist ein Tupel (V;E), wobei V (Knotenmenge) eineendlihe Menge und E (Kantenmenge) eine bin�are Relation auf V ist (E �V � V ).� Ein ungerihteter Graph G = (V;E) ist ein gerihteter Graph, wobeiE symmetrish ist, d.h.:(v; w) 2 E , (w; v) 2 E;8v; w 2 V� Ein Pfad von v nah w (v; w 2 V ) ist eine Folge von Knoten v =v0; v1; : : : ; vk = w; vi 2 V ; i = 0 : : : k, wobei (vi; vi+1) 2 E; i = 0 : : : k �1, gilt. Ein Pfad ist einfah, wenn vi 6= vj ; 0 � i; j � k; i 6= j gilt.� Ein Kreis ist ein Pfad von v nah v. Ist dieser Pfad mit Ausnahmevon v0 = vk einfah, so ist der Kreis einfah.� Die L�ange eines Pfades (Kreises) ist die Anzahl seiner Kanten (k).� Ein Graph hei�t azyklish wenn er keine nihttrivialen Kreise enth�alt.� Ein Graph hei�t zusammenh�angend, wenn es f�ur jedes Paar (v; w) mitv; w 2 V einen Pfad in V gibt.� Ein azyklisher, ungerihteter, zusammenh�angender Graph hei�t Baum.� Die In-Valenz (Out-Valenz) eines Knotens v ist die Anzahl von Kanten,die in v enden (beginnen)In-Valenz(v) := jfwj(w; v) 2 EgjOut-Valenz(v) := jfwj(v; w) 2 EgjVergleihe hierzu Kapitel 9 in [HA96℄.1.3 ShaltkreiseDer Gro�teil dieser Arbeit wird sih mit feedforward Netzwerken auseinan-dersetzen. Besonders Kapitel 3 baut auf dieses Konzept auf. Die folgendeDe�nition gibt eine Beshreibung des feedforward Konzeptes an.De�nition 1.3.1 (Feedforward Netzwerk)Ein feedforward Netzwerk ist ein gerihteter azyklisher Graph. Die Knotendes Graphen k�onnen in drei Mengen unterteilt werden:3



1. Inputknoten - haben keine eintretenden Kanten2. interne Knoten - haben sowohl ein- als auh austretende Kanten3. Outputknoten - haben keine austretenden KantenEin Netzwerk mit n Inputknoten und m Outputknoten berehnet einem-stellige Funktion f(x1; : : : ; xn). Dabei werden den Inputknoten die Wer-te x1; : : : ; xn zugeordnet. Jeder interne Knoten und jeder Outputknotengi(diese Knoten werden Gatter genannt) berehnet eine bestimmte Funkti-on seiner Inputs. Diese Inputs sind die Funktionswerte aller Gatter gj f�ur diegilt: (j ! i) ist eine Kante des Netzwerkes. Der Betrag der Netzwerkfunkti-on f(x1; : : : ; xn) ist dann der Vektor der Funktionswerte der Outputknoten.2Statt des Begri�es \feedforward Netzwerk" kann man auh \Shaltkreis"verwenden. Meist will man eine bestimmte Funktion f�ur beliebig viele Inputsberehnen. Ein Shaltkreis Cn berehnet die Funktion aber immer nur f�urkonstant viele (n�amlih n) Inputs. Kann man Shaltkreise f�ur beliebige nkonstruieren, so spriht man von einer Shaltkreisfamilie fCng. Man hatalso eine Folge von Funktionen ffng und eine Shaltkreisfamilie fCng soda�jede Funktion fn durh den Shaltkreis Cn in fCng berehnet wird. Indieser Arbeit wird \Shaltkreis" mit \Shaltkreisfamilie" gleihgesetzt, umumst�andlihe Notation zu vermeiden.De�nition 1.3.2 (Boolesher Shaltkreis)Ein boolesher Shaltkreis ist ein feedforward Netzwerk dessen Inputs undOutputs bin�ar sind. 2In dieser Arbeit werden Shaltkreise oft graphish dargestellt. Dabeiwerden folgende Konventionen verwendet:� Der Informationsu� erfolgt meist von oben nah unten. Um eine�Uberladung der Darstellungen zu vermeiden wurden deshalb Pfeile anden Kanten vermieden, sofern die Rihtung eindeutig ist.� Die Inputknoten sind in der obersten Reihe angeordnet� Kreise symbolisieren Gatter. Meist sind dies Shwellengatter. ANDbzw. OR-Gatter sind durh ^ bzw. _ angedeutet.4



� Eingebettete Shaltkreise sind durh Rehteke angedeutet.� Die Outputknoten sind die untersten KnotenDie n�ahste De�nition f�uhrt die g�angigen Komplexit�atsma�e von Shalt-kreisen ein.De�nition 1.3.3 (size / depth)Die size eines Shaltkreises ist die Anzahl der Gatter im Shaltkreis. Diedepth eines Gatters ist die maximale Anzahl von Kanten aller m�oglihengerihteten Pfade von einem Inputknoten zu diesem Gatter. Die depth einesShaltkreises ist das Maximum der depth aller Gatter. 2Statt size und depth kann man auh Gr�o�e und Tiefe verwenden. Dieenglishen Begri�e sind aber shon so gebr�auhlih da� es kl�uger ersheint,dieselben zu verwenden, auh wenn das einige Probleme mit der deutshenGrammatik ergibt. Ih werde deutshe und englishe Begri�e je nah Bedarfverwenden, bei Formeln aber ausnahmslos auf englishe zur�ukgreifen. Diesgilt auh f�ur andere Begri�e wie \Fan-in" f�ur die es kein passendes deutshesWort gibt.Die folgende De�nition wird vor allem im Kapitel 3 von Bedeutung sein.De�nition 1.3.4 (Fan-in / Fan-out)Der Fan-in eines Gatters ist die Anzahl der eintretenden Kanten (In-Valenz).Der Fan-out eines Knotens ist die Anzahl der austretenden Kanten (Out-Valenz). Der maximale Fan-in bzw. Fan-out �uber alle Knoten im Shaltkreisbestimmt den Fan-in bzw. Fan-out des Shaltkreises. 2Ein Shaltkreis wird als geshihtet (layerd) bezeihnet wenn jedes Gattermit Tiefe d seine Inputs nur von Knoten der Tiefe d � 1 bezieht. In die-sem Fall bezeihnet man die Menge aller Gatter der Tiefe d als Shiht d(layer d). Niht geshihtete Shaltkreise lassen sih einfah in geshihtete�uberf�uhren indem man Knoten einf�uhrt die Funktionswerte weiterleiten.1.4 ShwellengatterBis jetzt wurde noh niht angegeben welhe Funktionen den einzelnen Gat-tern zugeordnet sind. Der wihtigste Gattertyp in dieser Arbeit wird das5



Shwellengatter sein. Aber auh die traditionellen AND/OR Gatter wer-den ben�otigt. Bevor wir uns mit Shwellengatter besh�aftigen, noh dieDe�nition von AND-OR Shaltkreisen.De�nition 1.4.1 (AND/OR Shaltkreis)Ein AND/OR Shaltkreis ist ein boolesher Shaltkreis in dem jedes Gatterein AND Gatter, OR Gatter oder ein NOT Gatter ist. 2Shwellengatter (TGatter) werden in der englishen Literatur als \thresholdgates" bezeihnet. Ein Shwellengatter berehnet auf seinen Inputs einelineare Shwellenfunktion (oder linear threshold funtion).De�nition 1.4.2 (lineare Shwellenfunktion)Eine lineare Shwellenfunktion f(X) ist eine bin�are Funktion soda�f(x1; : : : ; xn) = (1 falls Pni=1wixi � �0 sonst 2Die KoeÆzienten wi werden Gewihte oder weights genannt, � wird allge-mein als Shwelle oder threshold bezeihnet.De�nition 1.4.3 (Shwellenshaltkreis)Ein Shwellenshaltkreis ist ein feedforward Netzwerk in dem jedes Gattereine lineare Shwellenfunktion berehnet. 2In einem Shwellenshaltkreis werden die Gewihte oft global betrahtet,soda� wi;j ein Gewiht ist das im Gatter gi den Output des Gatters gjgewihtet.Gewihte in ShwellenshaltkreisenDie Gewihte der Shwellengatter spielen eine bedeutende Rolle, da sie dieBerehnungskraft der einzelnen Gatter bestimmen. Die allgemeine De�-nition der linearen Shwellenfunktion erlaubt reelle Gewihte. Man kannaber zeigen, da� f�ur bin�are Inputs auf 2O(n log n) beshr�ankte ganzzahligeGewihte ausreihen (das Ergebnis �ndet man in vielen Publikationen, z.B.in [GsR℄). Shwellenshaltkreise werden au�erdem unterteilt in Shaltkreise6



mit polynomiellen Gewihten (die Gewihte sind beshr�ankt durh O(n)f�ur ein konstantes ) und in Shaltkreise mit exponentiellen Gewihten (d.h.es gibt Gewihte die nah unten durh 
(2n�) beshr�ankt sind f�ur ein � > 0).Man kann etwa COMPARISON (wird im Kapitel 3.2 behandelt) durh einGatter mit exponentiellen Gewihten berehnen, niht aber durh ein Gattermit polynomiellen Gewihten(siehe [SRK95℄ Kapitel 6.2).1.5 PL-GatterEin weiterer ben�otigter Gattertyp ist das sogenannte PL-Gatter. Das PI-Gatter berehnet �ahnlih wie das Shwellengatter eine gewihtete Summe.Es ist also ein lineares Gatter. Die Aktivierungsfunktion untersheidet sihallerdings von der des Shwellengatters. In einem bestimmten Bereih wirddie Summe linear an den Output weitergegeben. Wird allerdings dieser Be-reih �ubershritten, so wird die Summe \abgeshnitten". Die Aktivierungs-funktion ist also st�ukweise linear (pieewise linear PL). Sie ist somit nihtbin�ar. Die Tatsahe da� die Summe weitergegeben werden kann, erm�oglihteine einfahe Kaskadierung und erleihtert die Arbeit bei beshr�ankten Fan-in.De�nition 1.5.1 (PL-Gatter)Sei S(x) = Pni=1 wixi + �. Ein PL-Gatter berehnet auf n Inputs x =(x1; : : : ; xn) die Funktion f : Rn ! [��;+�℄f(x1; : : : ; xn) = 8><>:S(x) falls jS(x)j � �� falls S(x) > ��� falls S(x) < ��
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Abbildung 1.1: Aktivierungsfunktion des PL-Gatters
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Kapitel 2Biologishe und tehnisheAnforderungen
Die theoretishe Arbeit mit Shaltkreisen hat neben rein theoretishen Fra-gen auh praktishe Aspekte. Zum Einen will man nat�urlih Fortshritte inBezug auf VLSI-Implementation von Shaltkreisen erzielen. Als Beispiel sei-en etwa Additions-Shaltkreise angef�uhrt. Shnelle Additions-Shaltkreisesind f�ur gute Rehenleistungen in CPUs unerl�asslih. Andere Beispielew�aren etwa die Parit�atsberehnung f�ur digitale Daten�ubertragung oder dieFast Fourier Transformation f�ur eine Unzahl von tehnishen Anwendungen.Gerade in solhen zeitkritishen Anwendungen ist extreme Parallelit�at wih-tig. Beim Shaltkreisentwurf darf in solhen F�allen aber nat�urlih niht aufdie Anforderungen der Implementation vergessen werden, denn diese sind inder Theorie meist niht ber�uksihtigt.Zum Anderen versuht man mithilfe k�unstliher Neuronaler Netze dasVerhalten von biologishen Shaltkreisen zu simulieren oder zu erkl�aren. Mitder Computational Neurosiene ist ein eigener Forshungszweig entstanden,der dem Geheimnis der unglaublihen Leistungen des Gehirns auf die Spurkommen will.Bei der VLSI-Implementation von Neuronalen Netzen st�o�t man aller-dings, verglihen mit biologishen Netzen, sehr bald an Grenzen, die wahr-sheinlih in der starken Vernetzung der Neuronen begr�undet sind.Im Folgenden will ih kurz auf die tehnishen Anforderungen an Shalt-kreise eingehen. 9



2.1 VLSI-Implementationen von Neuronalen Net-zenDie Hauptbeshr�ankungen von VLSI entstehen aus der 2-Dimensionalen Ab-bildung der Rehenelemente und vor allem deren Vernetzung in einer be-shr�ankte Anzahl von Layern. Dies f�uhrt zu beshr�ankter Vernetzung undbeshr�ankter Pr�azision der Gewihte. Hohe Pr�azision ben�otigt mehr Platz,einerseits um die Gewihte zu speihern, und andererseits um das Ergebniszu berehnen . Biologishe Netze haben wenige Layers, zumindest bestimm-te Teile der Kortex. So kann man etwa eine bekannte Person in einemverraushten Bild innerhalb weniger 100 msek. erkennen, wobei ein Neuroneine Verz�ogerung von etwa 10 msek. hervorruft. Aufgrund der beshr�ank-ten Konnektivit�at mu� man in VLSI tiefere Netze mit shnelleren Einheitenbevorzugen.2.1.1 Shaltkreise und AreaBei VLSI-Implementationen in Silizium hat man nur beshr�ankten Platz(area) zur Verf�ugung. Eine Absh�atzung des Platzverbrauhes durh dieAnzahl der Gatter (In der Theorie wird meist diese size des Netzwerkesabgesh�atzt) reiht hier keinesfalls aus. Dies resultiert aus mehreren �Uber-legungen. Einerseits ist der Platzverbrauh der Verbindungen (wires) sehrwihtig (\the area of the onnetions ounts" [Bei98℄), andererseits h�angtder Platzverbrauh eines Neurons von dessen Gewihten ab (\omparing thenumber of nodes is inadequate for omparing the omplexity of NNs as thenodes themselves ould implement quite omplex funtions" [Wil90℄).Bei solhen �Uberlegungen spielt der Fan-in eine bedeutende Rolle. Durhbeshr�ankten Fan-in kann man sowohl die Gewihte als auh die Konnekti-vit�at beshr�anken. Beiu nimmt an da� man sowohl Pr�azision als auh Fan-inf�ur praktishe digitale Implementationen (sub-)logarithmish beshr�ankenmu� [Bei96℄. Man kann den Fan-in sogar direkt in Verbindung mit derKonnektivit�at eines Netzwerkes setzen: the \area required for inter-nodeonnetivity grows like the ube of a node's fan-in" [Ham88℄. Des weiterengibt es sowohl f�ur analoge als auh f�ur digitale Implementationen tehnolo-gishe Shranken an den maximalen Fan-in und der Pr�azision der Gewihte.In vershiedenen Arbeiten wurden bereits einige Ans�atze gew�ahlt, die Kom-plexit�at von Netzen alternativ abzush�atzen:� Die Anzahl der Verbindungen(edges) soll die Konnektivit�at des Netz-werkes erfassen. 10



� Die Anzahl der ben�otigten Bits um alle Gewihte und Shwellen desNetzwerkes darzustellen. Dieses Ma� stellt auh eine Verbindung zurminimum desription length und der Entropie von Datenmengen her.� Die Summe der Gewihte und Shwellen des Netzwerkes (weightsum).Das Beshr�anken das Fan-in hat aber auh noh andere E�ekte. EinShaltkreis mit Fan-in k und Gr�o�e s kann von maximal s(k� 1)+1 Inputsabh�angen, und bei Tiefe d maximal von kd Inputs. Daher ben�otigt man beikonstantem Fan-in k mindestens (n � 1)=(k � 1) = 
(n) Gatter und eineTiefe von mindestens d = logn= log k = 
(log n).Weiters ist bekannt da� ein Shwellengatter mit Fan-in k maximal 2k2Funktionen berehnen kann. Daher hat man f�ur sehr kleines konstantes kviel Berehnungskraft gegen�uber AND-OR Shaltkreisen eingeb�u�t. Shwel-lenshaltkreise mit beshr�anktem Fan-in k k�onnen immer auh durh AND-OR Shaltkreise implementiert werden, wobei sih Tiefe und Gr�o�e desShaltkreises um einen konstanten Faktor (abh�angig von k) erh�ohen.2.1.2 Shaltkreise und DelayDie Zeit die ein Shaltkreis ben�otigt um eine Funktion zu berehnen (de-lay) ist nat�urlih ein wihtiger Faktor im Shaltkreisentwurf. Man geht beiVLSI-Modellen meist davon aus, da� die Berehnung getaktet ist. Die Zeitwird also in diskrete Intervalle unterteilt. Innerhalb eines Intervalls habendie Gatter Zeit um das Ergebnis bereitzustellen. Au�erdem mu� in dieserZeitspanne das Ergebnis �uber die Leitungen zu den Nahfolgegattern geleitetwerden.In der Theorie wird meist nur die Tiefe des Shaltkreises zur Bestimmungder Berehnungszeit herangezogen. Dies ist korrekt, wenn die Shaltzeitder Elemente und die Verz�ogerung durh die Leitungen unabh�angig vonder Inputgr�o�e ist. Dies ist in VLSI nat�urlih niht der Fall [Ull84℄. Dasdelay von Leitungsbahnen ist abh�angig vom Produkt der Kapazit�at unddes Widerstandes, welhe wiederum beide von der Leitungsl�ange abh�angen.Somit steigt das delay der Leitungen quadratish mit deren L�ange.Bezieht man die Kapazit�at und den Widerstand auf die Fl�ahe, so habendie Gatter (Transistoren) bedeutend h�ohere Werte. Es h�angt von der L�angeder Leitungen ab, wovon das delay dominiert wird. Bei kurzen Leitungenaber wirkt sih vor allem die Eingangskapazit�at der Gatter aus, welhe linearvom Fan-in abh�angt.Die Verz�ogerung durh die Leitungen k�onnen durh vershiedene Ma�-nahmen verbessert werden. Lange Leitungen k�onnen in Metall gef�uhrt wer-11



den (z.B. bei NMOS), wodurh man wesentlih bessere Leitungseigenshaf-ten erh�alt. Das ergibt eine �ahnlihe Strategie (wenn auh niht so drastish)wie jene im Kortex. Dort gibt es viele lokale Verbindungen zwishen \be-nahbarten" Neuronen und wenige sehr lange, welhe in der wei�en Massegef�uhrt werden.Modelle die solhe Parameter ber�uksihtigen wurden bereits verwendet:� Ein Modell nimmt an da� die Berehnungszeit eines Gatters von dessenEingangskapazit�at bestimmt ist, soda� jedes Gatter ein delay propor-tional zu dessen Fan-in aufweist (FIdelay).� Ein anderes Modell geht von der Dominanz der Leitungskapazit�atenaus. Damit ist das delay bestimmt durh die Leitungsl�ange zwishenden Gattern.2.2 Biologishe Neuronale NetzeDie Daten dieses Kapitels stammen haupts�ahlih aus dem Buh \Anatomyof the Cortex" von Braitenberg und Sh�uz [BS91℄. Darin wurden StatistisheUntersuhungen am Kortex von wei�en M�ausen publiziert. Die Ergebnisselassen sih gr�o�tenteils auf andere Wirbeltiere und den Menshen �ubertra-gen.2.2.1 Kurze Beshreibung der StrukturDie informationsverarbeitenden Elemente im Nervensystem sind die Neu-ronen . Die Neuronen bestehen aus dem Dendritenbaum, der den Gro�teilder Information aufnimmt , dem Zellkern, der Berehnungen ausf�uhrt, unddem Axon, das die berehnete Information weiterleitet. Zwei Neuronen sinddurh Synapsen verbunden. Diese Synapsen sind intelligente Verbindungen,die f�ur das Lernen verantwortlih sind. Synapsen treten meist zwishen demAxon des pr�asynaptishen Neurons (liefert Information) und dem Dendri-tenbaum des postsynaptishen Neurons (empf�angt Information) auf.Eine Vereinfahte Sihtweise der Ereignisse zwishen zwei Neuronen siehtso aus: Ein Neuron wird aktiviert, es feuert und gibt ein gewisses Aktions-potential ab. Das Axon leitet dieses Aktionspotential zu den Synapsen.Diese geben die Information gewihtet weiter an den Dendritenbaum despostsynaptishen Neurons, der leitet es weiter an den Zellkern. Der Zellkernwird aktiviert wenn das durh viele solher Synapsen erreihte Potential einegewisse Shwelle �ubershreitet. 12



Man sieht sofort die �Ubereinstimmungen mit dem Modell des Shwellen-shaltkreises. Der Funktionswert eines Shwellengatters sagt uns ob dieses\aktiviert" wurde. Der Dendritenbaum wird auf eintretende Kanten pro-jiziert, die Gewihtung durh die Synapsen wird durh die Gewihte desNeurons bewerkstelligt und austretende Kanten entsprehen dem Axon.Es soll gesagt werden da� dies nur eine extrem vereinfahte Darstellungder Vorg�ange in Nervenzellen ist.2.2.2 Quantitative Absh�atzungenIm Kortex der Maus hat man im Durhshnitt etwa 9:2 � 104 Neuronenpro mm3 ([BS91℄ Kap. 4). Dieser Wert variiert �uber vershiedene Tiere undGehirnareale. Die totale Anzahl von Neuronen im Gehirn des Menshenwird auf etwa 1010 gesh�atzt (1000 mal mehr als bei der Maus).Im Durhshnitt hat man etwa 7:2 � 108 Synapsen pro mm3 ([BS91℄Kap. 5). Einige Korrekturen auf Grund der Messung f�uhren zu einem Wertvon etwa 8000 Synapsen pro Neuron. Auh dieser Wert ist bei vershiedenenTieren und Arealen vershieden und liegt zwishen 2000 und 10000. DiesenWert k�onnte man mit dem Fan-in von Gattern gleihsetzen. Treten aller-dings mehrere Synapsen zwishen zwei Neuronen auf, so stimmt diese Reh-nung niht mehr. Nah Braitenberg und Sh�uz ist die Wahrsheinlihkeitvon multiplen Verbindungen im Kortex allerdings als gering einzush�atzen.Wie dem auh sei, die obere Shranke an den Fan-in kann man durhaus mit104 angeben. Aus vershiedenen Gr�unden wird der Fan-out mit nur etwaeinem Zehntel des Fan-in bezi�ert, w�are also 103. Beim Menshen kommtman auf eine Gesamtzahl von etwa 1014 Synapsen im Gehirn.Allein an diesen Zahlen sieht man da� eine Verbindungsstruktur \jedermit jedem", wie dies bei Hop�eldnetzen angenommen wird, unm�oglih zurealisieren ist. Jedenfalls niht mit vielen Neuronen und in der einfahenArhitektur eines vollst�andigen Graphen.Es gibt zwei vershiedene Arten von Verbindungen (Axone). Zum Einengibt es kurze lokale Verbindungen mit wenigen Millimetern Reihweite. Da-zu gibt es noh lange Verbindungen, die aus der grauen Masse (hier be-�nden sih die Neuronen) austreten um in der wei�en Masse weite Strekenzur�ukzulegen. Von diesen langen Verbindungen gibt es relativ wenige. Mansh�atzt 20% extrakortikale Verbindungen in den oberen Layers von prim�arensensorishen Arealen der Kortex. In anderen Areas und Layers sind es wahr-sheinlih weit weniger ([BS91℄ Kap. 8).Betrahtet man die Summe der Reihweiten von Dendritenbaum undAxon so kann man die Reihweite lokaler Verbindungen auf 5mm beshr�an-13



ken.2.2.3 Exitatorishe und inhibitorishe SynapsenVon den Synapsen selbst gibt es zwei Arten. Die sogenannten exitatori-shen Synapsen regen das postsynaptishe Neuron an, dies wird im Modelldurh positive Gewihte ausgedr�ukt. Im Gegensatz dazu wirken die inhi-bitorishen Synapsen hemmend und im Modell werden negative Gewihteverwendet.Diese zwei Arten kommen allerdings keineswegs zu gleihen Teilen vor.Inhibitorishe Synapsen treten gerne an Zellk�orpern auf (d.h. sie wirkenniht �uber den Dendritenbaum) und mahen nur etwa 10% aller Synapsenaus ([BS91℄ Kap. 12). Dazu kommt noh da� die sogenannten Pyrami-denzellen (Neuronen werden nah �au�eren Gesihtspunkten unterteilt. ImKortex treten vor allem Pyramidenzellen, Sternzellen und Martinottizellenauf) nur exitatorishe Synapsen zu postsynaptishen Neuronen bilden, ihreAktivierung also nur exitatorish wirkt ([BS91℄ Kap. 15). Da die �uber-wiegende Mehrheit der Neuronen im Kortex Pyramidenzellen sind, habenalso die Mehrheit der Rehenelemente nur exitatorishe Wirkung (sprihpositive Gewihte zu den Nahfolgern). Des weiteren nimmt man an da�nur exitatorishe Synapsen lernf�ahig sind.2.2.4 ZusammenfassungEin biologish motiviertes Rehenmodell mu� somit einige Einshr�ankungenbeahten. Die grunds�atzlihsten sind in der folgenden Liste zusammenge-fa�t:� beshr�ankte Neuronendihte (im Kortex � 105=mm3)� beshr�anktes Fan-in (� 8000)� beshr�ankte Verbindungsl�ange (im Kortex � 5mm)Shaltkreise die solhen Bedingungen gen�ugen werden im Kapitel 4 betrah-tet. Weitere Einshr�ankungen und Erweiterungen k�onnten so aussehen:� wenige Verbindungen ohne Beshr�ankung der L�ange� nur etwa 10% der Gewihte sind negativ� viele Neuronen haben nur positive austretende Kanten14



Diese Annahmen wirken sih nur auf die geometrishe Struktur des Netzwer-kes aus. Es wird hier niht auf die Qualit�at der Neuronen selbst eingegan-gen. Dazu gibt es eine ganze Anzahl von m�oglihen Ansatzpunkten auf diein dieser Arbeit niht weiter eingegangen wird. Solhe Ansatzpunkte w�arenetwa probabilistishe Synapsen und damit verbunden Populationskodierung,spiking neurons oder dynamishe Synapsen.
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Kapitel 3Shaltkreise mitbeshr�anktem Fan-in3.1 Parallele Pr�a�xberehnung bei beshr�anktemFan-inDie Berehnung von Pr�a�xprodukten wurde in Bezug auf Addition vonChandra, Fortune und Lipton angewandt [CFL85℄. Diese Ideen sind auh in([SRK95℄, Kapitel 5.4) zu �nden. Ebenfalls f�ur Addition, aber mit logarith-mish beshr�anktem Fan-in. In diesem Kapitel werden diese Ergebnisse aufkonstant beshr�ankten Fan-in verallgemeinert und sp�ater im Kapitel 3.2.2auf Comparison angewendet.Man betrahte folgendes Problem. F�ur einen Vektor X = (x0; : : : ; xn�1)sollen die Werte von x0; x0 ^x1; x0 ^x1 ^x2; x0 ^x1 ^x2 ^x3; : : : berehnetwerden. Eine solhe Berehnung nennt man eine Pr�a�xberehnung.Allgemeine De�nition: Sei A eine Menge von Elementen mit einer asso-ziativen bin�aren Operation� (z.B. genannte AND-Operation, aber auh ORoder Parit�at). Man habe Gatter die diese Operation auf den Inputvariablenberehnen k�onnen. Bei n Inputs x0; : : : ; xn�1 soll ein eÆzienter Shaltkreisalle Pr�a�xprodukte x0; x0 � x1; : : : ; x0 � x1 � � � � � xn�1 berehnen.Dazu reiht trivialerweise ein Layer von n Gattern und O(n2) Kanten.Die Anzahl der Kanten kann aber noh stark verbessert werden.Lemma 3.1.1 (Variation von Lemma 5.3 in [SRK95℄) Eine Pr�a�x-berehnung auf n Variablen kann durh einen Shaltkreis der Tiefe depth =O(log n= log�) mit size = O((n=�) log n), edges = O(n log n) und Fan-in17



2 � � � logn durhgef�uhrt werden. 1 2F�ur die Berehnung der Pr�a�xe der Funktion f wird f zuerst auf be-stimmten Teilmengen der Inputmenge berehnet. Die Teilmengen (Inter-valle) haben die Gr�o�en 2,4,8,16 usw. Die Struktur der Intervalle ist aufBild 3.1 auf der n�ahsten Seite f�ur 16 Inputs zu sehen. Der dargestellteBaum dient aber nur dem besseren Verst�andnis. Tats�ahlih werden alle In-tervalle parallel berehnet. F�ur ein beliebiges Pr�a�x ben�otigt man maximalein Intervall aus jeder Shiht das Baumes.Beweis: Man betrahte die Indizes der Inputs als Menge f0; : : : ; n�1g. EinIntervall I ist eine geordnete Untermenge von aufeinanderfolgenden Indizesdieser Menge, also I = (i; i+1; : : : ; j). Die Hauptintervalle der Indexmengekann man folgenderma�en ermitteln. Man baut einen bin�aren Baum mitden InputIndizes als Bl�atter (geordnet von links nah rehts). Die Haupt-intervalle sind dann die inneren Knoten des Baumes und ein Hauptintervallenth�alt alle Indizes seiner Vorg�angerknoten. Dann gibt es O(n) Hauptin-tervalle mit O(log n) vershieden Gr�o�en n; n=2; n=4; : : : ; 1. Um aus denHauptintervallen ein Intervall zu bilden das ein beliebiges Pr�a�x der Indizesumfa�t ben�otigt man von allen Hauptintervallen einer Gr�o�e maximal eines,also O(log n) insgesamt.Im ersten Layer des Shaltkreises werden diese Hauptintervalle bereh-net. Dazu ben�otigt man O(n) Gatter (vorl�au�g mit unbeshr�anktem Fan-in). F�ur die Anzahl der Kanten ist die Gr�o�e des Intervalls wihtig. Wirsummieren die Kanten auf. Dabei wird f�ur jede Intervallgr�o�e die Anzahlder Kanten f�ur ein Intervall mit der Anzahl der Intervalle dieser Gr�o�e mul-tipliziert. edges = log nXi=0 O(2i)O( n2i ) = O(n logn):Im zweiten Layer werden diese Hauptintervalle zu den Pr�a�xes zusammen-gesetzt. Dazu ben�otigt man ebenfalls O(n) Gatter mit O(n log n) Kanten.Nun soll der Fan-in der Gatter beshr�ankt werden. Nahdem die Funk-tion die ein Gatter berehnet assoziativ ist, kann sie auh durh einen �-Baum dieser Gatter berehnet werden. Dadurh erh�oht sih die Tiefe auf1Bei � > log n gilt: size = O(n) 18



O(log n= log�). Die Anzahl der Kanten bleibt in der gleihen Ordnung. F�urdie Anzahl der Gatter gilt im ersten Layer:size = log nXi=0 O(2i)O( n�2i ) = O( n� logn)Dies gilt aber nur f�ur � = O(log n), denn es m�ussen hier jedenfalls n Inter-valle betrahtet werden, soda� bei gr�o�erem � gilt: size = O(n).Da die Gatter des zweiten Layers (berehnen die Pr�a�xe) nur Fan-in log nhaben, wird hier Gatter- und Kantenanzahl in der Ordnung niht weiterbeeinu�t. 2
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Abbildung 3.1: Hauptintervalle f�ur n = 16Man kann die Kantenkomplexit�at aber noh weiter verbessern, und zwarauf \fast linear". Die erzielte Komplexit�at ist dann n log� n, wobei log� eineextrem shwah ansteigende Funktion ist (siehe dazu De�nition 1.2.1 aufSeite 2). 19



Lemma 3.1.2 (Variation von Lemma 5.4 in [SRK95℄) Eine Pr�a�x-berehnung auf n Variablen kann durh einen Shaltkreis der Tiefe depth =O(log n= log�) mit size = O((n=�) log� n), edges = O(n log� n) und Fan-in2 � � � log� n durhgef�uhrt werden. 2Auh dieses Konstruktion arbeitet mit Intervallen, diesmal aber mit lo-garithmish gro�en. Die Intervalle f�ur n = 16 sind in Bild 3.2 zu sehen.Beweis: Dabei geht man zun�ahst �ahnlih vor wie beim Beweis von Lemma3.1.1. Die Intervallgr�o�en werden jetzt aber logarithmish als log n; log logn;log log log n; : : : gew�ahlt. Es gibt also log� n vershiedene Intervallgr�o�en.Im ersten Shritt wird auf diese Intervalle die assoziative Funktion berehnet.Dazu ben�otigt man O((n=�) log� n) viele Gatter, O(n log� n) Kanten undeine Tiefe von maximal (log n= log�). Damit kann man die Pr�a�xprodukteaber noh niht eÆzient berehnen.Stellt man diese Intervalle wiederum als logarithmishen Baum dar,sieht man da� ein Intervall I in logarithmish viele (= k) Teilinterval-le I1; I2; : : : ; Ik unterteilt wird. Von diesen wird eine Pr�a�xberehnungI1; I1 � I2; I1 � I2 � I3; : : : durhgef�uhrt.Ein Beispiel: Das Intervall (0; : : : ; 15) ist unterteilt in Intervalle (0; 1; 2; 3),(4; 5; 6; 7), (8; 9; 10; 11), und (12; 13; 14; 15). Dann wird (0; 1; 2; 3), (0; 1; 2; 3)�(4; 5; 6; 7), (0; 1; 2; 3) � (4; 5; 6; 7) � (8; 9; 10; 11) usw. berehnet.Dazu kann man die Shaltkreise aus Lemma 3.1.1 verwenden. F�ur ein In-tervall I der Gr�o�e s ben�otigt man dann O((s=�log s) log s) = O(s=�) Gat-ter und O((s= log s) log s) = O(s) Kanten bei einer Tiefe von O(log s= log�).Die Summe �uber alle Intervalle ergibt eine Gatteranzahl von O((n=�) log� n),O((n log� n) Kanten und eine Tiefe von maximal (log n= log�).Da jetzt jedes Pr�a�xprodukt eine Verkn�upfung von maximal (log� n) In-tervallen der letzten Shiht ist, bleibt auh der letzte Shritt der Berehnungin den gegebenen Grenzen. 2Mit dieser Konstruktion hat man ein Kanten und Fan-in-e�ektives Werk-zeug zur Berehnung von Pr�a�xprodukten in Shaltkreisen. Viele boolesheFunktionen wie etwa Addition oder Comparison (siehe dazu Abshnitt 3.2.2auf Seite 25) k�onnen dadurh eÆzient implementiert werden.2Bei � > log� n gilt: size = O(n) 20
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Abbildung 3.2: Logarithmishe Intervalle f�ur n = 163.2 Fallbeispiel COMPARISONDieser Abshnitt besh�aftigt sih mit vershiedenen Shaltkreisen zur Be-rehnung von COMPARISON (De�nition siehe 3.2.1). Diese werden vor al-lem in Hinblik auf beshr�ankten Fan-in und diverse VLSI-freundlihe Kom-plexit�atsma�e untersuht.Dabei st�utze ih mih vor allem auf Arbeiten von Valeriu Beiu (siehe dazu[Bei98℄). Ih habe versuht seine Arbeiten zu erg�anzen und erweitern.Im Abshnitt 3.2.2 auf der n�ahsten Seite werde ih einige Shaltkreise f�urCOMPARISON anf�uhren und analysieren. Darauf folgt eine Diskussion derEigenshaften in Hinblik auf VLSI-Komplexit�at im Abshnitt 3.2.3 auf Sei-te 28.3.2.1 De�nitionen und BemerkungenDie COMPARISON-Funktion entspriht dem Vergleih zweier nat�urliherZahlen (siehe dazu auh Kapitel 1.2.2).De�nition 3.2.1 (COMPARISON)Sei X = (x0; : : : ; xn�1) 2 f0; 1gn und Y = (y0; : : : ; yn�1) 2 f0; 1gn.Cn : f0; 1g2n ! f0; 1gCn = Cn(X;Y ) = (1 falls Pn�1i=0 2i(xi � yi) � 00 sonst21



2Wie leiht aus De�nition 3.2.1 zu sehen ist kann man COMPARISONmittelseinem Shwellengatters mit exponentiellen Gewihten berehnen. Es kannaber niht mittels Shwellengatter mit polynomiell beshr�ankten Gewihtenberehnet werden. Au�erdem gilt COMPARISON 2 LT 2.Zur Vereinfahung der Notation wird im Folgenden X bzw. Y mit derdurh sie de�nierten nat�urlihen Zahl gleihgesetzt wenn keine Mehrdeutig-keiten entstehen k�onnen.Der folgende Hilfssatz sagt etwas �uber die Struktur der Zahlen auswenn X � Y bzw. X < Y ist. Man kann ihn leiht so deuten: Ist X = Y ,dann m�ussen alle Stellen identish sein. Ist X > Y so mu� eine Stel-le xi in X gr�o�er als yi sein und alle h�oherwertigen Stellen m�ussen gleihsein.Lemma 3.2.1Cn(X;Y ) = 1 , f90�i�n�18i<j�n�1 : [(xi > yi) ^ (xj = yj)℄g_ 80�i�n�1 : (xi = yi)Der Beweis dazu ist im Anhang A.1 auf Seite 63 zu �nden.3.2.2 Einige Shaltkreise f�ur COMPARISONIn diesem Abshnitt stelle ih vier Shaltkreise f�ur Cn vor. Die erste L�osung(genannt LNB, Legenstein nah Beiu) stammt von mir und besitzt �ahnliheEigenshaften wie eine von Beiu, Peperstraete, Vandewalle und Lauwereinsvorgestellte [BPVL93b, BPVL93a℄, sheint mir aber strukturell einleuhten-der.Konstruktion von Legenstein nah Beiu (LNB)Die Idee der Konstruktion ist, COMPARISON der zwei n-Bit ZahlenX bzw.Y auf COMPARISON von zwei 2n=�-Bit Zahlen X 0,Y 0 zu reduzieren. DerShaltkreis ist f�ur n = 8 in Abbildung 3.3 auf der n�ahsten Seite zu sehen.F�ur Z = (Z0; : : : ; Zn�1) und ein � mit 4 � � � n seiZi;� = (zi�; : : : ; z(i+1)��1) f�ur 0 � i � n� � 1(Wir nehmen hier zur Vereinfahung der Ausdr�uke an da� n=� ganzzahligist.) 22



Lemma 3.2.2Sei: X 0 = (C�2 (X0;�2 ; Y 0;�2 ); : : : ; C�2 (X 2n� �1;�2 ; Y 2n� �1;�2 ))Y 0 = (C�2 (Y 0;�2 ;X0;�2 ); : : : ; C�2 (Y 2n� �1;�2 ;X 2n� �1;�2 ))Dann gilt: Cn(X;Y ) = C 2n� (X 0; Y 0)Das Lemma sagt aus da� man die n Bits von X und Y jeweils in Gruppenvon �=2 Bits aufteilt, auf die erhaltenen 2n=� Zahlenpaare Xi;�=2, Y i;�=2zwei COMPARISON Operationen durhf�uhrt und das Problem somit aufCOMPARISON von zwei 2n=� Bit Zahlen X 0 und Y 0 reduziert. Im An-hang A.2 auf Seite 63 ist der Beweis zu �nden.
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Abbildung 3.3: COMPARISSON, Shaltkreis LNB f�ur n = 8. (�) berehnenBits von X', (�) berehnen Bits von Y'.Die eingeshr�ankte COMPARISON-Operation wird nah De�nition 3.2.1mit einem Shwellengatter mit Fan-in � berehnet. Die rekursive Anwen-dung dieser Reduktion ergibt in der i-ten Shiht zwei Zahlen zu je n(�2 )iBits. Das ergibt eine Shaltkreistiefe vondepthLNB = log(n)log(�) � 1 = O� log(n)log� � (3.1)23



Die Gewihte der Gatter im Shaltkreis sind beshr�ankt durh 2�2 . DieShwelle ist jeweils 0. F�ur die Summe der Gewihte eines Gatters gilt��1Xi=0 jwij+ j�j < 2�2 +1 = O�2�2 � (3.2)Man sieht da� f�ur konstantes Fan-in � auh die Gewihte durh eine Kon-stante beshr�ankt sind, bei logarithmishen Fan-in sind sie polynomiell undbei linearem Fan-in exponentiell.Betrahten wir nun die Anzahl der ben�otigten Gatter sizeLNB .In Shiht i ben�otigt man 2n 1�2 !i Gatter
sizeLNB = depthLNBXi=1 2n 1�2 !iMit der Formel Sk = kXi=1 a1qi�1 = a1 � akq1� qerh�alt man sizeLNB = 4(n� 1)�� 2 = O� n�� (3.3)Anmerkung:Bei der Reduktion der Zahlen X und Y mu� jeweils Cn(Y 0;�;X0;�) nihtberehnet werden, da dieser Wert zur Nahverarbeitung niht mehr ben�o-tigt wird. Ebenso wird dieser Wert bei der Berehnung des Ergebnissesin der letzten Shiht niht ben�otigt. Daher reduziert sih die Gr�o�e desShaltkreises aufsizeLNB = 4(n� 1)�� 2 � depthLNB = 4(n� 1)�� 2 � log(n)log(�)� 124



Konstruktion von Siu et al.(SRK)Diese Konstruktion wurde von Siu et al. in [SRK91℄ vorgeshlagen. Eshandelt sih um einen AND-OR Shaltkreis der die Eigenshaften von Com-parison (Lemma 3.2.1 auf Seite 22) ausn�utzt.Nah Lemma 3.2.1 kann man Comparison rekursiv berehnen:C1(X;Y ) = x1 _ �y1Cn(X;Y ) = (xn ^ �yn)_[(xn _ �yn) ^Cn�1(X;Y )℄Nun kann man folgende booleshen Ausdr�uke de�nieren und damit denShaltkreis angeben:B0 = n�1̂j=0(xj _ �yj)Bk = (xk ^ �yk) ^ f n�1̂j=k+1(xj _ �yj)g f�ur 1 � k � n� 2Cn = (xn�1 ^ �yn�1) _ n�2_k=0BkDer Shaltkreis sieht folgenderma�en aus:1. Layer: n�1 AND-Gatter berehnen (xi^�yi) und nOR-Gatter berehnen(xi _ �yi)2. Layer: n� 1 AND-Gatter berehnen Bk3. Layer: Ein OR-Gatter berehnet das Resultat CnWie leiht zu sehen ist hat dieser Shaltkreis folgende Eigenshaften:sizeSRK = 3n� 1 = O(n) depthSRK = 3FanInSRK � nwi;j = �1 � � nModi�kation der Konstruktion von Siu et al.(LEG)In Bezug auf Shaltkreistiefe ist die Konstruktion von SRK bei polynomiellerGr�o�e mit AND/OR-Gattern optimal (siehe [SRK95℄, Theorem 5.5). Mansieht jedoh da� die Berehnung der Bk ineÆzient ist.25
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besonders kritish (siehe auh Abshnitt 2.1.1). Viele Verbindungen sindnur shwer zu implementieren. Eine geringe, lokale Kommunikation zwi-shen den Gattern ist f�ur ein Layout anzustreben. Unter bestimmten Be-dingungen kann mit der Kantenkomplexit�at der Platzverbrauh am Chipgut abgesh�atzt werden. Etwa bei analogen Shaltkreisen mit konstantemPlatzverbrauh der Gewihte.Die Kantenkomplexit�at edges kann auh einfah �uber die Summe derFan-ins der Gatter berehnet werden. edges =PNN FanInF�ur die Kantenkomplexit�at ergeben sih folgende Absh�atzungen:edgesLNB = O(n) (3.4)edgesSRK = O(n2) (3.5)edgesLEG = O(n log� n) (3.6)edgesROS = O� n2log2 n� (3.7)Beweis: Die L�osung von LNB hat O(n=�) Gatter mit Fan � in � �.Das ergibt insgesamt O(n) Kanten.Die L�osung von SRK hat im ersten Layer 2n Gatter mit Fan-in 2. Imkritishen 2. Layer gibt es n � 1 Gatter mit Fan � in = 2; 3; : : : ; n. Alsoinsgesamt O(n2) Kanten. Der 3. Layer hat nur noh ein Gatter mit Fan�in = n� 1.Die Kantenanzahl f�ur LEG wurde bereits in der Konstruktion angegeben.Bei der Konstruktion von ROS ist ebenfalls der 2. Layer kritish. Dortgibt es O(n= log n) Gatter mit Fan� in = 2; 3; � � � = (n= log n). Dies f�uhrtzur angegebenen Kantenkomplexit�at. Wie leiht zu sehen ist wird dieseKompexit�at im 1. und 3. Layer niht �ubershritten. 2Kurze DiskussionDie L�osung LNB hat also die beste Komplexit�at in diesem Fall. Dies ist of-fensihtlih auh optimal, denn shlie�lih mu� jeder Input mit dem Outputverbunden sein, was zu edges(Cn) = 
(n) f�uhrt. Mit der Pr�a�xberehnungkonnte die Kantenkomplexit�at von SRK von O(n2) auf O(n log� n) gedr�uktwerden. Eine deutlihe Verbesserung. Der Untershied zu LNB ist nur mi-nimal (\fast" konstant). Man darf aber niht vergessen, da� LEG gar keineThreshold-Gatter ben�otigt, sondern mit AND/OR-Gattern implementiertwerden kann. Dies ist ein entsheidender Vorteil.29



Gewihtssummenkomplexit�atDie Gewihtssumme eines Netzwerks (weightsum) ist die Summe �uber dieBetr�age aller Gewihte und Thresholds in den Gattern desselben:weightsum =XNN �Xi jwij+ j�j� (3.8)In der Realisierung von Netzwerken kommt der Speiherung der Gewihteeine bedeutende Rolle zu. Dabei ist niht nur wihtig da� das Maximumder Gewihte klein ist, exponentielle Gewihte sind f�ur gro�es n kaum nohzu realisieren, sondern auh die Summe der Gewihte soll klein gehaltenwerden.F�ur AND/OR-Shaltkreise maht dieses Ma� wenig Sinn. Wir f�uhren estrotzdem ein und denken uns dabei die AND/OR-Gatter als Thresholdgatterimplementiert. Das T-Gatter hat dann Gewihte von �1 (je nahdem ob dieVariable negiert oder niht negiert auftritt), und der Threshold ist kleinergleih dem Fan-in des Gatters. Es ist leiht zu zeigen da� ein T-Gatter mitsolhen Gewihten sowohl AND- also auh OR-Funktionen berehnen kann.Zur Absh�atzung der Gewihtskomplexit�at solher Shaltkreise ist fol-gender Hilfssatz hilfreih:Lemma 3.2.3 Sei S ein AND/OR-Shaltkreis mit einer Kantenkomplexit�atedges(S). Dann gilt: weightsum(S) � 2edges(S)Der Ausgangspunkt des Beweises ist, da� pro Kante nur ein Gewiht vomBetrag 1 ben�otigt wird, und ebenso pro Kante die Thresholdsumme ummaximal 1 erh�oht wird.Beweis: Man betrahte die Gatter gi im Netzwerk (1 � i � size(S))mit Fan-in FanIni. Es gilt: Psize(S)i=1 FanIni = edges(S). F�ur jedes Gat-ter gi ist die Gewihts- und Thresholdsumme weightsum(gi) � 2FanIni.Aufsummiert auf alle Gatter folgt die Behauptung. 2Alle diskutierten Shaltkreise haben polynomielle Gewihte (LNB hatpolynomielle Gewihte f�ur � = O(log n) ). Trotzdem zeigt sih, da� auh indiesem Komplexit�atsmodell gro�e Untershiede zwishen den Shaltkreisenauftreten. 30



Die Gewihtssummenkomplexit�at der besprohenen Shaltkreise betr�agt:weigntsumLNB = O� n�2�2 �weightsumSRK = O(n2)weightsumLEG = O(n log� n)weightsumROS = O� n2log n�Beweis: F�ur die Konstruktion von LNB: Nah Formel 3.2 auf Seite 24hat jedes Gatter im Shaltkreis eine Gewihts-Thresholdsumme von O�2�2 �.Die Anzahl der Gatter im Netzwerk ist O(n=�). Das ergibt eine Gewihts-summe �uber alle Gatter von O� n�2�2 �.F�ur die Konstruktion von SRK: Der Shaltkreis hat O(n2) Kanten. AusLemma 3.2.3 auf der vorherigen Seite ergibt sih ebenfalls eine Gewihts-summe von O(n2).F�ur die Konstruktion von LEG: Auh diese Konstruktion ist ein AND-ORShaltkreis. Diesmal mit Kantenkonmplexit�at von O(n log� n). Aus Lemma3.2.3 folgt, da� die Gewihtssumme in der selben Ordnung bleibt.F�ur die Konstruktion von ROS: Im 1. Layer haben O(n= log n) T-Gatterjeweils eine Gewihtssumme von O(n). Das ergibt in Summe weightsum =O(n2= log n). Die restlihen Layers sind ein AND-OR Shaltkreis mit Kan-tenkomplexit�at edges = O(n2= log2 n). Nah Lemma 3.2.3 verbleibt dieGesamtkomplexit�at des Shaltkreises bei weightsum = O(n2= log n). 2Kurze DiskussionWiederum erzielen LNB und LEG die besten Ergebnisse. Freilih darf beiLNB der Fan-in niht zu gro� werden, denn die Gewihtssummenkomplexit�atsteigt bei dieser Konstruktion exponentiell mit diesem. So w�urde man etwamit logarithmishen Fan-in etwa in den Bereih von ROS kommen. BeiFanIn = n haben wir den Extremfall da� nur noh ein Gatter da ist, das aufdie gewohnte Weise COMPARISON berehnet, nat�urlih mit exponentiellenGewihten. Bei konstantem � allerdings ist diese Konstruktion zumindestvon der Ordnung her mit weightsum = O(n) niht zu shlagen.Aber es zeigen sih auh Vorteile von LEG. Diese Verbesserung von SRKist in der Gewihtssummenkomplexit�at vom Fan-in unabh�angig. Es wer-den eben nur AND/OR-Gatter ben�otigt, und das shl�agt sih hier nieder.31



W�ahrend man bei LNB also m�oglihst kleinen Fan-in suht, kann dieserhier beliebig gro� gew�ahlt werden, je nah Hardwareanforderung. Wenn nin niht allzu kleinen Grenzen gehalten wird, wird der multiplikative Faktorvon log� n bei LEG durh den �-abh�angigen Faktor bei LNB aufgewogen.Delay nah Eingangskapazit�atDie Berehnungszeit(delay) eines Shaltkreises wird in der Theorie meistdurh die Shaltkreistiefe abgesh�atzt. Wenn man davon ausgeht da� injedem Layer die Eingangskapazit�at die Verz�ogerung eines Gatters bestimmt,so ergibt sih das delay in jedem Layer durh das Gatter mit dem gr�o�tenFan-in im Layer.Das FIdelay wird dann berehnet, indem man f�ur jeden Layer den ma-ximalen Fan-in bestimmt, und diese aufsummiert.FIdelay(S) = depth(S)Xi=1 maximaler Fan-in in Layer i von S (3.9)Mit dieser Sh�atzung ergibt sih das delay der Shaltkreise zuFIdelayLNB = O��lognlog� �FIdelaySRK = O(n)FIdelayLEG = O��lognlog� �FIdelayROS = O� nlogn�Beweis: Da der Fan-in bei LNB und LEG durh � beshr�ankt ist, ergibtsih die Summe �uber die Layer automatish als �depth, was zu den Ergeb-nissen f�uhrt.Bei SRK besitzen sowohl Layer zwei als auh Layer drei linearen Fan-in.Der erste Layer hat konstanten Fan-in von zwei. Demnah gilt in diesemFall f�ur das delay FIdelaySRK = O(n).Bei ROS hat der erste Layer Fan-in von O(log n). Der zweite Layer hatFan-in von 2; 3; : : : ; O(n= log n). Der maximale Fan-in bestimmt das delaydes zweiten Layers. Der dritte Layer besteht aus einem Gatter mit Fan-inO(n= log n). Daraus folgt die Behauptung. 232



Lokalit�atsbetrahtungenF�ur das Chiplayout ist auh die Lokalit�at der Gatterfunktionen von Bedeu-tung. Eine optimale Strategie w�are etwa eine baumartige Berehnung beider nur Ergebnisse von lokal leiht zug�anglihen Vorg�angergattern in einemGatter ben�otigt werden. Eine solhe Berehnung ist durh einen planarenGraphen darstellbar und somit kreuzungsfrei. Als grobes Ma� f�ur Lokalit�atkann die Anzahl der Kreuzungen im Berehnungsgraphen verwendet werden.Der Umkreis aus dem ein Gatter seine Inputwerte bezieht und die sum-mierte Wirelength ist auh eine Betrahtung wert. Diese Ma�e sind aller-dings nur shwer anzugeben, da hier die geometrishe Anordnung der Gattereine bedeutende Rolle spielt. Ih gehe hier davon aus, da� sih die Inputsdes Shaltkreises auf einer Seite des Chips be�nden und da� der Shaltkreisin gewohnter Manier gelayert abgebildet wird. Betrahtet man aber z.B.ein Gatter, das Verbindungen zu n Inputs besitzt, und berehnet man diemaximale Wirelength zum Gatter, so kommt man bei angegebenen Voraus-setzungen zu n=2. W�urde man die Inputs im Kreis anordnen und das Gatterin den Mittelpunkt setzen, so w�are die maximale Wirelength nur noh n2� .Um die folgenden Berehnungen niht unn�otig zu verkomplizieren, neh-me ih im Folgenden niht die exakten Werte der zuvor berehneten Gr�o�en.Im Ende�ekt interessieren mih nur die Ordnungen der Ergebnisse, soda�ih z.B. size oder edges auf deren wesentlihen Teil beshr�anke, d.h. Kon-stanten meist weglasse. Die sih dadurh ergebenden Zwishenergebnissesind nat�urlih niht exakt.Betrahten wir die Kreuzungen(rossings) der Shaltkreise, so kommenwir zu folgenden Ergebnissen:rossingsLNB = O(n�)rossingsSRK = O(n4)rossingsLEG = O(n2(log�n)2)rossingsROS = O� n4log4 n�Beweis: Der Shaltkreis von LNB ist eindeutig der lokalste. Dieser Shalt-kreis hat f�ur kleines � eine sehr baum�ahnlihe Struktur. Werden die Bitsvon X und Y alternierend angeboten (d.h. x0; y0; x1; y1; x2; : : : ; xn�1; yn�1),so ergeben sih lokale Kreuzungen nur zwishen jeweils zwei Knoten. Da dieBits f�ur den n�ahsten Layer X 0 und Y 0 somit ebenfalls alternierend bereh-net werden, ist diese Voraussetzung auf dem ganzen Shaltkreis erf�ullt. Die33
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Abbildung 3.7: \Knoten" im Shaltkreis LNB f�ur � = 4einzigen Unregelm�a�igkeiten ergeben sih dadurh, da� f�ur UntergruppenA = Xi;�=2 und B = Y i;�=2 jeweils A � B und A � B berehnet werdenmu�. Betrahtet man diese zwei Funktionen als lokale Operation und weistihnen einen Knoten im Berehnungsgraphen zu (siehe Abbildung 3.7), so istder Berehungsgraph ein kreuzungsfreier Baum. Die rossings des Shalt-kreises ergeben sih also als rossings in einem solhen Knoten summiert�uber alle Knoten. Die Anzahl der Kreuzungen in diesem lokalen Knoten istdann: rossingsnode = ��1Xi=1 i = �(�� 1)2 = O(�2)Da f�ur jeden solhen Knoten zwei Gatter verwendet werden, ergibt sih nahFormel 3.3 auf Seite 24rossingsLNB = sizeLNB2 rossingsnode= 2(n� 1)�� 2 �(�� 1)2= O(n�)Bei SRK ist der erste Layer sehr lokal. Es werden nur Funktionen vonzwei Inputs berehnet, wobei jeder Input nur zwei mal ben�otigt wird. Beialternierender Anordnung der Inputs (wie bei LNB) hat man hier wenigerals 2n Kreuzungen. Es gibt allerdings sehr viele Kanten zwishen erstemund zweitem Layer.Man betrahte ein Bk. Wie viele Kanten von Gattern Bj mit j < k(davon gibt es k) shneiden die Kanten von Bk ? Das Gatter Bk selbst hat34



n� k Inputkanten. Wir stellen uns den Shaltkreis so vor: Die Bi sind vonlinks nah rehts aufsteigend sortiert. Ebenso sind die Gatter des erstenLayers aufsteigend sortiert (siehe Abbildung 3.8 auf der n�ahsten Seite).Jedes Bj hat eine Kante zu jedem der n � k � 1 nahfolgenden (xl _ �yl).Daher wird die linkeste Kante von Bk k(n � k � 1) mal geshnitten, dien�ahste k(n � k � 2) mal usw.. F�ur ein Gatter ergibt sih somit folgendeAnzahl von rossings(� = n� k) :rossingsk = n�kXi=1 k(n� k � i) = k �Xi=1 �� i= k ��1Xi=1 i = k�(� � 1)2= k (n� k)(n� k � 1)2Dies �uber alle Bi summiert f�uhrt nah einigen Berehnungen zurossingsSRK = n�1Xi=0 i(n� i)(n� i� 1)2= 12 nXi=1 i(n� i)(n� i� 1)= 124(n4 � 2n3 � n2 + 2n)= O(n4)Im dritten Layer(eine OR-Verkn�upfung) gibt es keine Kreuzungen.Betrahten wir nun die rossings bei ROS. Dieser Shaltkreis ist imersten Layer strukturell gleih aufgebaut wie der von LNB mit � = O(logn).Berehnet man Ci und �Ci im Layer alternierend und betrahtet Ci und �Ci alseinen Knoten , so gibt es wiederum nur Kreuzungen innerhalb der Knoten.Ein solher Knoten hat dann folgende rossings:rossingsnode = (log n)�1Xi=1 i = logn(log n� 1)2 = O(log2 n)Und aufsummiert auf alle O(n= logn) Knoten des ersten Layers ergibt sihrossingsLayer1 = nlog n logn(log n� 1)2= O(n log n)35



Wirklih aufwendig ist allerdings der zweite Layer, der strukturell gleihist wie bei SRK, also sehr �ahnlih einer Pr�a�xberehnung, nur diesmal mitn= log n Inputs statt mit n. Die Ergebnisse von SRK kann man also �uber-nehmen, wobei jeweils n durh n= log n zu substituieren ist. Da es im drittenLayer wiederum keine Kanten�uberkreuzungen gibt, ergibt sih die Anzahlder rossings zurossingsROS = rossingsLayer1 + rossingsLayer2= O� n4log4 n�Die Berehnung der rossings bei LEG stellt etwas aufwendig dar. Diesvor allem wegen der strukturell aufwendigen Pr�a�xberehnung. Es gibt je-doh eine einfahe M�oglihkeit, die rossings nah oben abzush�atzen. Naheinfahen geometrishen Gesetzen k�onnen sih n Geraden nur O(n2) malshneiden. Da es in LEG nah Formel 3.6 auf Seite 29 O(n log� n) Kantengibt, sind die rossings beshr�ankt durhrossingsLEG = O(n2(log� n)2) 2
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Abbildung 3.8: Kreuzungen im Shaltkreis SRKKurze DiskussionDa� LNB sehr lokal ist, dr�ukt sih in den sehr wenigen rossings aus.LNB ist hier eindeutig der beste Shaltkreis. SRK und ROS haben durhden aufwendigen zweiten Layer, der niht eÆzient implementiert ist, sehr36



LNB SRK LEG ROSdepth O� log nlog�� 3 O� log nlog�� 3size O� n�� O(n) O�n+ n log� n� � O� nlog n�max. Fan-in � n � nlog nmax. Gewiht 2�2 1 (AND/OR) 1 (AND/OR) nedges O(n) O(n2) O(n log� n) O� n2log2 n�weightsum O� n�2�2 � O(n2) O(n log� n) O� n2log n�FIdelay O�� log nlog� � O(n) O�� log nlog� � O� nlog n�rossings O(n�) O(n4) O(n2(log�n)2) O� n4log4 n�Tabelle 3.1: Vershiedene Shaltkreiskomplexit�aten f�ur COMPARISONshlehte Lokalit�atseigenshaften. Hier hat man jeweils edges2 viele Kreu-zungen, was die shlehteste Komplexit�at in diesem Bereih darstellt. AuhLEG hat mit edges2 Kreuzungen eine shlehte Komplexit�at, da es aber we-nige Kanten gibt, ist LEG auh hier den genannten Shaltkreisen �uberlegen.Allerdings shneidet LEG im Vergleih zu LNB diesmal ungewohnt shlehtab. Die Pr�a�xberehnung mittels Intervallen ist eben niht lokal(siehe Ka-pitel 3.1 auf Seite 17).3.2.4 KonklusionenEine Zusammenstellung der erzielten Ergebnisse ist in der Tabelle 3.2.4 zusehen.Depth-optimale Shaltkreise sind nur mit unbeshr�anktem Fan-in erziel-bar. Es ist noh keine explizite Funktion bekannt, dessen Tiefe gr�o�er als3 sein m�u�te. Konstantes Fan-in impliziert aber mindestens logarithmisheTiefe und lineare size. So haben die zwei Shaltkreise mit linearem Fan-in, SRK und ROS, konstante Tiefe. ROS hat optimale sublineare Gr�o�e,ebenfalls bei konstantem Fan-in niht erreihbar.Nun sind diese Ma�e aber niht sehr aussagekr�aftig wenn es um Reali-sierungen solher Shaltkreise geht, und es ist interessant zu sehen wie siheine Einbu�e in der Tiefe durh Vorteile in allen hier besprohenen VLSI-freundlihen Komplexit�atsma�en auswirkt. Wenn man die Tiefe niht als37



Ma�stab f�ur das delay heranzieht (was durhaus realistish ist), so erge-ben sih eigentlih keine Vorteile von Tiefenoptimalen Shaltkreisen. EinShaltkreis mit konstantem Fan-in und logarithmisher Tiefe hat immer nurein logarithmishes FIdelay, bei einem Shaltkreis mit maximalem Fan-inf(n) ist das FIdelay zumindest f(n). Bei den Leitungsl�angen zeigen sih�ubrigens auh Nahteile von unbeshr�ankten Fan-in. �Uber Umwege, dennausshlaggebend ist hier die Lokalit�at. Ein Gatter mit gro�em Fan-in mu�seine Inputs auh von entfernten Neuronen beziehen, was die Leitungsl�angeerh�oht. Nat�urlih handelt es sih hierbei meist um konstante Faktoren, daja ohnehin alle Inputs zu dem Outputgatter gef�uhrt werden m�ussen.Das Untersuhen von Shaltungen mit beshr�anktem Fan-in maht je-denfalls Sinn. Niht nur da in VLSI Grenzen an das Fan-in vorgegebensind. Man kann erwarten, die Konnektivit�at zu verringern, und weiters dieLokalit�at zu erh�ohen. Dies zeigt sih bei den Absh�atzungen der edgesund rossings. Bei letzterer Komplexit�at sind gro�e Untershiede au�al-lend. Beiu hat bei einem �ahnlih wie LNB strukturierten Shaltkreis denoptimalen Fan-in im AT 2-Ma� approximiert, wobei er A = weightsum undT = depth setzte ([Bei97℄). Er kam auf kleinen konstanten Fan-in (6-9) alsOptimum. Ih w�urde niht so weit gehen. Immerhin h�angt bei weightsumdie Area exponentiell vom Fan-in ab, kleine optimale Werte waren also zu er-warten. Vielmehr sheint dieser Shaltkreis sehr gut geeignet zu sein um denFan-in auf die Anspr�uhe der Implementierung anzupassen. Ber�uksihtigtman, da� AND/OR-Shaltkreise einfaher und billiger zu implementierensind, so stellt auh LEG eine Alternative dar.Nat�urlih bietet niht jede Funktion so gute Struktureigenshaften wieCOMPARISON um gut lokal implementiert zu werden. Das n�ahste Kapitelaber zeigt, wie man auh eine relativ komplexe Funktion, die Summe von nN -Bit Zahlen, sehr gut mit lokalen Operationen berehnen kann.Abshlie�end k�onnen folgende Konklusionen gezogen werden:� VLSI-Optimalit�at entspriht niht der �ublihen size- bzw. depth-Opti-malit�at.� Beim Entwurf von VLSI-optimalen Shaltkreisen ist der Fan-in einwihtiger Faktor.� F�ur COMPARISON gibt es f�ur vershiedene Komplexit�atsma�e (size,depth, edges)) bei beshr�anktem Fan-in optimale L�osungen.38



Die angesprohene Lokalit�at von Shaltkreisen w�are eine weitere Be-trahtung wert.3.3 Funktionsklassen und beshr�anktes Fan-inDie Menge der booleshen Funktionen kann man in vershiedene Funkti-onsklassen unterteilen. Speziell f�ur Shwellenshaltkreise kann man aus derKenntnis der Klasse Shaltkreise f�ur jede Funktion in der Klasse nah ei-nem einheitlihen Shema entwerfen. Die einfahste Klasse ist die der linea-ren Shwellenfunktionen (linear separierbare Funktionen). Weitere Klassensind die symmetrishen und die allgemeinsymmetrishen Funktionen (sym-metri bzw. generalized symmetri funtions). Shwellenfunktionen lassensih nat�urlih mit einem Shwellengatter berehnen. Dieser Abshnitt willShaltkreise mit beshr�anktem Fan-in Funktionen solher Klassen bereh-nen.3.3.1 Berehnung von Shwellenfunktionen�Ublihe Shwellenshaltkreise bestehen aus Gattern mit unbeshr�anktemFan-in. Das Ziel dieses Kapitels ist es, �aquivalente Shaltkreise mit be-shr�anktem Fan-in anzugeben. Dazu ist es n�otig, die Shwellengatter durhNetzwerke von Gattern mit beshr�anktem Fan-in zu ersetzen. Im Folgendenwird ein solhes Netzwerk angegeben.Ein Shwellengatter g berehnet eine Funktion f(x1; : : : ; xn) auf seinenInputs x1; : : : ; xnf : f0; 1gn ! f0; 1gf(x1; : : : ; xn) = (1 falls Pni=1 wixi � �0 sonstMan sieht da� eine Strategie zur Berehnung der linearen Shwellenfunk-tion w�are, die Summe der gewihteten Inputs zu berehnen. Dies entsprihteiner Addition von n Ganzzahlen, deren Gr�o�e durh die wi bestimmt wird.Dann ist es einfah, einen Shaltkreis f�ur COMPARISON aus dem Abshnitt3.2.2 so zu ver�andern, da� er die Summe mit � vergleiht. Man nimmt dazuetwa die Konstruktion von LNB, ersetzt Y durh die bin�are Repr�asentationvon � und nimmt die sih dadurh ergebenden konstanten Werte in denShwellengattern in die Shwelle auf.Im Folgenden beshr�anken wir uns darauf, die Summe von n N -Bit Ganz-zahlen durh Shwellengatter mit FanIn � m zu berehnen. Dabei gibt N39



die Gr�o�e der bin�aren Repr�asentation des maximalen Gewihtes der linearenShwellenfunktion an.Dazu ben�otigen wir zuerst ein paar Hilfss�atze, die es uns erlauben dieAnzahl der zu summierenden Zahlen auf zwei zu reduzieren und dann zuaddieren. Zur Vereinfahung der Notation de�nieren wir eine Funktionfd(m) = 2�d=2m1+1=(2d�1)plogmLemma 3.3.1 sagt aus, da� man zwei n-Bit Ganzzahlen eÆzient addierenkann. Der Shaltkreis mit unbeshr�anktem Fan-in und konstanter Tiefestammt aus [CFL85℄ und wurde in ([SRK95℄, Theorem 5.9) auf beshr�anktenFan-in erweitert. Die Autoren haben bei diesem Shaltkreis die St�arken derparallelen Pr�a�xberehnung (siehe Abshnitt 3.1 auf Seite 17) ausgen�utzt.Der Beweis wird hier niht angegeben.Lemma 3.3.1 (Theorem 5.9 in [SRK95℄) Die Summe zweier n-BitGanzzahlen kann mittels AND/OR Shaltkreis der Tiefe O(log n= logm),Kantenkomplexit�at O(n(log� n)2) und FanIn � m berehnet werden.Das folgende Lemma gibt uns die M�oglihkeit, die Summe von m InputbitseÆzient zu berehnen. Es wird sp�ater im Beweis zu Lemma 3.3.3 verwendet(Der Beweis ist im Anhang zu �nden). Das Lemma ist ein Spezialfall einesErgebnisses von Beame, Brisson und Ladner in [BBL92℄.Lemma 3.3.2 (Spezialfall in [BBL92℄) Die logm-Bit Summe Pmi=1 xivon m Inputs (x1; : : : ; xm) kann durh einen Shwellenshaltkreis der Tie-fe 7d mit Kantenkompexit�at O(2�d=2m1+1=(2d�1)plogm) und Fan-in be-shr�ankt durh m f�ur jede Konstante d > 0 berehnet werden.Lemma 3.3.3 ben�utzt ein Blok partitions Argument um die Summe vonlogm Zahlen auf die Summe von nur zwei Zahlen zu reduzieren. Diese zweiZahlen k�onnen dann addiert werden. Das angegebene Lemma wurde ausdem Beweis von Lemma 5.8 in [SRK95℄ extrahiert und etwas variiert. Dadoh einige Shritte angepa�t wurden, ist der Beweis in Anhang A.3 aufSeite 64 zu �nden.Lemma 3.3.3 Die Summe von logm O(N)-Bit Ganzzahlen kann mittelsShwellenshaltkreis auf die Summe von zwei O(N + logm)-Bit Ganzzahlenreduziert werden. Der Shaltkreis hat bei einem konstantem d > 0 eine Tiefevon 7d, O(Nfd(log2m)) Kanten und FanIn � log2m.Das folgende Lemma ist ein weiteres Design f�ur die Reduktion von Sum-manden. Es ist aus [SRK95℄ entnommen und dort als Lemma 5.7 zu �nden.40



Lemma 3.3.4 (Lemma 5.7 in [SRK95℄) Gegeben seien m N -Bit Ganz-zahlen. Die Summe der Zahlen kann reduziert werden auf eine Summe vonlogm (N + logm)-Bit Ganzzahlen. Dabei ben�otigt man bei einem konstan-ten d > 0 einen Shwellenshaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexit�atO(N2�d=2m1+1=(2d�1)plogm) und FanIn � m.Die vorangegangenen Lemmas stellen shon einige Hilfsmittel zur Ver-f�ugung. Nun mu� man diese Hilfsmittel nur noh rihtig anwenden, um zumgew�unshten Ergebnis zu gelangen. Lemma 3.3.5 gibt uns das Instrumentzur Berehnung der gewihteten Summe der linearen Shwellenfunktion.Lemma 3.3.5 Die Summe von n N -Bit Ganzzahlen mit N = 
(log n)kann bei konstantem d > 0 durh einen Shwellenshaltkreis mit der TiefeO(d log n= logm) mit Kantenkomplexit�at O(nN2�d=2m1=(2d�1)plogm) undFanIn � m berehnet werden.Der Beweis des Lemmas erfolgt konstruktiv. Die Konstruktion unter-teilt sih in vier Shritte. Im ersten Shritt wird die Summe der n N -BitZahlen auf eine Summe von n logm=m (N + logm)-Bit Zahlen reduziert.Dies erfolgt durh Anwendung von Lemma 3.3.4. Im zweiten Shritt wirdLemma 3.3.4 weiter iteriert angewendet bis man eine Summe von wenigerals logm O(n)-Bit Zahlen erh�alt. In einem dritten Shritt kann durh Lem-ma 3.3.3 diese Summe nohmals auf eine Summe von zwei O(N)-Bit Zahlenreduziert werden. Ein letzter Shritt addiert diese zwei Zahlen letztendlih.Die Struktur der Reduktionen ist in Abbildung 3.3.1 auf der n�ahsten Seitezu sehen.Beweis:Gegeben sei die bin�are Repr�asentation X1; : : : ;Xn der N -Bit Ganzzahlen.Shritt 1: Wir unterteilen die n Zahlen in n=m Gruppen zu je m Zahlen.Dann wenden wir die Reduktion von Lemma 3.3.4 parallel f�ur jedeGruppe an. Nah der Reduktion sind in jeder Gruppe logm Zahlenzu je N + logm Bits. Dieser Shritt ben�otigt f�ur jede Gruppe einenShaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexit�at O(Nfd(m)). Da esn=m Gruppen gibt, verbleiben nah diesem Shritt n logm=m Ganz-zahlen, und insgesamt ben�otigt man O(nNfd(m)) Kanten.Shritt 2: Jetzt wenden wir Shritt 1 solange an, bis wir nur noh weni-ger als m Ganzzahlen zu summieren haben. Wir sehen da� in derk-ten Anwendung O(n(logkm)=mk) Zahlen zu maximal (N + k logm)41



X1; : : : ;Xn (N) Bits??yReduktionX 01; : : : ;X 0n logm=m (N + logm) Bits??yiterierteReduktionX 001 ; : : : ;X 00logm (N + log n) Bits??yBlokPartitionX 0001 ;X 0002 O(N + log n) Bits??yAdditionPni=1XiAbbildung 3.9: Summe von n N -Bit GanzzahlenBits verbleiben. Man ben�otigt also k = O(log n= logm) Reduktio-nen und die Kantenkomplexit�at in der k-ten Reduktion ist O((N +k logm):n(logm)k�1=mk:fd(m)). Wird die Reduktion von Lemma3.3.4 nun nohmals angewand, so verbleiben weniger als logm Zah-len zu je O(N + logn) = O(N) Bits. Wobei man einen Shaltkreis derTiefe 7d mit O(Nfd(m)) ben�otigt.Shritt 3: Wir wenden Lemma 3.3.3 an und erhalten zwei O(N)-Bit Zahlen.Dazu ben�otigen wir einen Shaltkreis der Tiefe 7d mit einer Kanten-komplexit�at von O(Nfd(log2m)).Shritt 4: Im letzten Shritt k�onnen diese zwei O(N)-Bit Zahlen mit demShaltkreis aus Lemma 3.3.1 addiert werden. Dieser Shaltkreis hatTiefe O(log n= logm) und O(N(log�N)2) Kanten.Die Kantenkomplexit�at des Shaltkreises wird vom ersten Shritt dominiert,ist also O(nNfd(m)) = O(nN2�d=2m1=(2d�1)plogm). Da jede Reduktionvon Shritt 2 7d Layers ben�otigt, berehnet sih die Tiefe des Shaltkreiseszu O(d log n= logm). 2Damit haben wir die M�oglihkeit, beliebige booleshe lineare Shwel-lenfunktionen zu berehnen. Aus Kapitel 1.4 wissen wir da� die Gewih-te ganzzahlig sind und N beshr�ankt durh O(n log n). Das Ergebnis derBem�uhungen ist das folgende Theorem.42



Theorem 1 Jede lineare Shwellenfunktion auf n Variablen kann bei einemkonstanten d > 0 mittels Shwellenshaltkreis der Tiefe O(d log n= logm)mit O(n2 logn:2�d=2m1=(2d�1)plogm) Kanten und Fan� in � m berehnetwerden.Beweis: Die zu berehnenede lineare Shwellenfunktion sei gegeben durhf(x1; : : : ; xn) = sign( nXi=1 wi:xi ��). Die Gewihte wi kann man bin�ar kodieren als wi =PO(n log n)j=0 (2jwij ) mitwij 2 f0; 1g. Negative Gewihte k�onnen im Zweierkomplement dargestelltwerden. Man nehme den Summations-Shaltkreis aus Lemma 3.3.5, der nO(n logn)-Bit Zahlen X1; : : : Xn addiert. Jedes xi wird mit der j-ten Stellevon Xi verbunden falls wij = 1. Die restlihen Inputs des Shaltkreises blei-ben konstant 0. Dann berehnet der Summations-Shaltkreis die gewihteteSumme Pni=1wi:xi. Ein folgender Shaltkreis vergleiht diese Summe mit�. Benutzt man dazu eine Variation des Shaltkreises LNB aus Kapitel3.2.2 mit Y = �, so ben�otigt dieser Shaltkreis O(n logn) Kanten bei einerTiefe von O(log n= logm). Die Komplexit�at wird also vom Summations-Shaltkreis bestimmt, wobei N = n logn zu setzten ist. 2Bei konstantem d undm ben�otigt der Shaltkreis O(n2 log n) Gatter mitbeshr�anktem Fan-in. Ben�otigt die lineare Shwellenfunktion nur polynomi-elle Gewihte, so reduziert sih die Kantenkomplexit�at des Shaltkreises aufO(n logn) bei gleihbleibender Tiefe.3.3.2 Symmetrishe und allgemeinsymmetrishe FunktionenZwei wihtige Klassen von booleshen Funktionen sind symmetrishe undallgemeinsymmetrishe Funktionen. Eine symmetrishe Funktion h�angt nurvon der Summe der Inputbits ab, liefert daher f�ur alle Permutationen derInputs das selbe Ergebnis(daher wird sie symmetrish genannt).De�nition 3.3.1 (symmetrishe Funktion)Eine booleshe Funktion f : f0; 1gn ! f0; 1g ist symmetrish falls es eineFunktion f̂ : Z ! f0; 1g gibt, soda� gilt:f(x1; : : : ; xn) = f̂� nXi=1 xi�43



2Allgemeinsymmetrishe Funktionen erweitern diesen Ansatz auf gewih-tete Summen, wobei die Summe polynomiell beshr�ankt ist.De�nition 3.3.2 (allgemeinsymmetrishe Funktion)Eine booleshe Funktion f : f0; 1gn ! f0; 1g ist allgemeinsymmetrish fallses eine Funktion f̂ : Z ! f0; 1g und positive Ganzzahlen wi mit Pni=1 wi =O(n) f�ur eine Konstante  > 0 gibt soda� gilt:f(x1; : : : ; xn) = f̂� nXi=1 wixi� 2Diese De�nitionen sind oft in der Literatur zu �nden. Wir wollen hier er-mitteln, mit welhem Aufwand solhe Funktionen mit beshr�anktem Fan-inzu realisieren sind. Dazu ben�otigen wir noh eine De�nition die die Shreib-arbeit erleihtert, aber niht in der Literatur zu �nden ist.De�nition 3.3.3 (-symmetrishe Funktion)Eine booleshe Funktion f : f0; 1gn ! f0; 1g ist -symmetrish falls es eineFunktion f̂ : Z ! f0; 1g und positive Ganzzahlen wi mit Pni=1 wi = O(n)gibt soda� gilt: f(x1; : : : ; xn) = f̂� nXi=1 wixi�Bei der -symmetrishen Funktion wurde also nur die Ordnung der Sum-me festgelegt, von der sie abh�angt. Die Vereinigung �uber alle  ergibt dieMenge der allgemeinsymmetrishen Funktionen. Weiters sind die symme-trishen Funktionen eine Teilmenge der 1-symmetrishen Funktionen.Bei -symmetrishen Funktionen sind die Gewihte der Summe auf O(n)beshr�ankt. Man kann den Shaltkreis zur Addition von n N -Bit Zahlen ausLemma 3.3.5 auf Seite 41 verwenden um die Summe zu berehnen. Das fol-gende Lemma gibt uns die M�oglihkeit, aus dieser Summe den Funktionswertzu erhalten.Lemma 3.3.6 Sei f(x1; : : : ; xn) eine -symmetrishe Funktion. Wenn dielog(O(n))-Bit GewihtssummePni=1 wixi gegeben ist, kann diese Funktiondurh einen AND-OR Shaltkreis der Tiefe O( log n= logm) mit Kanten-komplexit�at O(n logn) und FanIn � m berehnet werden.44



Der Beweis st�utzt sih auf die Tatsahe da� man eine Funktion von nur we-nigen Bits berehnen mu�. Man berehnet die Funktion durh die bekannte\Sum of Produts"-Arhitektur.Beweis: Wenn die Summe gegeben ist, mu� man eine Funktion vonlog(O(n)) Variablen berehnen. Der n�otige Shaltkreis hat eine \Sum ofProduts"-Arhitektur. Dazu ben�otigt man weniger als 2log(O(n)) = O(n)Summen(AND-Gatter mit je O( log n) Inputs) und ein OR-Gatter mitO(n) Inputs. F�ur beshr�ankten Fan-in kann man diese Gatter wieder alsB�aume implementieren. Man erh�alt einen Shaltkreis mit O(n logn) Kan-ten der Tiefe O( log n= logm). 2Zur Berehnung der Summe mu� man n O( log n)-Bit Zahlen addieren.Mit Lemma 3.3.5 hat der Summations-Shaltkreis Tiefe O(d log n= logm)und O(n log n:2�d=2m1=(2d�1)plogm) Kanten. Je nah ;m und d domi-niert die Kantenkomplexit�at des Summations- oder SOP-Shaltkreises.Theorem 2 Jede -symmetrishe Funktion von n Variablen kann f�ur einkonstantes d > 0 durh einen Shwellenshaltkreis mit FanIn � m undTiefe O((+ d) log n= logm) berehnet werden. Die Kantenkomplexit�at istO(:n log n) f�ur m1=(2d�1)plogm = o(n�1)O(n log n:2�d=2m1=(2d�1)plogm) sonstObwohl Theorem 2 auh f�ur  = 1, und damit f�ur symmetrishe Funk-tionen, gilt kann man f�ur diese noh eine Verbesserung erzielen. Dies r�uhrtdaher, da� symmetrishe Funktionen eine ehte Teilmenge von 1-symmetri-shen Funktionen sind. Bei der Summenberehnung mu� nur die Summevon n Zahlen zu je einem Bit berehnet werden. Dazu benutzt man einenShaltkreis um n Bits zu addieren. Dieser Shaltkreis hat eine Kantenkom-plexit�at von O(n:2�d=2m1=(2d�1)plogm). Das f�uhrt zu folgendem Ergebnis,das in [SRK95℄ als Theorem 5.11 zu �nden ist. Dort ist auh der Beweisangegeben.Theorem 3 (Theorem 5.11 in [SRK95℄) Jede symmetrishe Funktionvon n Variablen kann f�ur ein konstantes d > 0 durh einen Shwellenshalt-kreis mit FanIn � m und Tiefe O(d log n= logm) berehnet werden. DieKantenkomplexit�at istO(n log n) f�ur m1=(2d�1)plogm = o(log n)O(n:2�d=2m1=(2d�1)plogm) sonst45



3.3.3 KonklusionenAuh die Summe von n N -Bit Zahlen kann in sehr lokaler Weise mit be-shr�anktem Fan-in berehnet werden. Die Methode hierbei ist eine st�andigeReduktion der n Zahlen auf zuletzt nur noh zwei. Dieser Shaltkreis f�uhrtauh zu Shaltkreisen f�ur Shwellen- und allgemeinsymmetrishen Funktion,welhe in �ahnlih lokaler Weise berehenbar sind. Die Anzahl der Kantenentspriht in ihrer Ordnung der Anzahl der Bits die f�ur die Darstellung derGewihte n�otig sind.Das Ergebnis f�ur die Shwellenfunktionen bietet praktish gesehen dieM�oglihkeit, beliebige Shwellenshaltkreise auh mit beshr�anktem Fan-in zu implementieren. Der Informationsverlust durh die Shwellenbildungist allerdings kritish. Einfaher ersheint es, die Summe durh spezielleSummengatter zu berehnen anstatt hier auf ungeeignete Shwellengatterzur�ukzugreifen. Dann w�urde ein einfaher Baum als Berehnungsgraphausreihen.Rein Theoretish ist das Ergebnis aber shon von Bedeutung, da es eineVerbindung zwishen Shaltkreisen mit unbeshr�anktem und beshr�anktemFan-in herstellt. �Ahnlihes gilt f�ur allgemeinsymmetrishe Funktionen.
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Kapitel 4Geometrishes LayoutDie Voraussetzungen im Nervensystem vonWirbeltieren erm�oglihen es niht,gro�e Inputmengen auf eine gro�e Anzahl von Neuronen direkt weiterzuge-ben. Dieses Kapitel untersuht die M�oglihkeit, dies indirekt durh Wei-terleitung und Verzweigung der Daten zu erreihen. Dazu werden konkretegeometrishe Anordnungen und Strukturen herangezogen. Es entsteht einNeuronen-Layout, bei dem die Verbindungen allerdings niht unbedingt denAnforderungen eines VLSI-Layouts entsprehen m�ussen.Als Gatter verwenden wir PL-Gatter (siehe dazu Abshnitt 1.5). Das PL-Gatter ist folgenderma�en de�niert:Sei S(x) = Pni=1 wixi + �. Ein PL-Gatter berehnet auf n Inputs x =(x1; : : : ; xn) die Funktion f : Rn ! [��;+�℄f(x1; : : : ; xn) = 8><>:S(x) falls jS(x)j � �� falls S(x) > ��� falls S(x) < ��Diese Gatter haben den Vorteil da� ein Gatter sehr einfah als Baumvon PL-Gattern mit kleinem Fan-in und gro�em � aufgebaut werden kann.Das folgende Modell ist gr�o�tenteils biologish motiviert. Im Kortex hatman eine bestimmte Dihte von Neuronen (etwa 105 Neuronen pro mm3),ein Fan-in von etwa 104 und lokale Verbindungen mit wenigen Millimetern(maximal 5 mm f�ur Axon+Dendritenbaum) L�ange (siehe Kapitel 2.2). Dazugibt es noh relativ wenige weitreihende Verbindungen, die hier aber au�erAht gelassen werden.Eine erstes Modell (nur dieses wird hier behandelt) projiziert die Be-47



rehnungen auf einen 2D-Grid. Ein Shaltkreis im Grid-Modell ist harak-terisiert durh folgende Eigenshaften:� Alle Gatter be�nden sih auf einer zweidimensionalen Ebene� In einem ahsenparallelen Quadrat mit Einheitskantenl�ange (a) be�n-det sih maximal ein Gatter.� Die Gatter haben einen maximalen Fan-in von �� Die Verbindungsl�ange ist beshr�ankt durh B. B wird auf a bezogen,d.h. B = Kantenl�ange=a
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Abbildung 4.1: Gridmodell - beshr�ankte Gatterdihte und beshr�ankte Ver-bindungsl�angeDer zweite Punkt f�uhrt bei optimaler Fl�ahennutzung zu einer Anord-nung der Gatter auf einem Grid. Man kann also die Ebene durh horizontaleund vertikale Geraden mit Abstand a unterteilen. In jeden Kreuzungspunktkann man ein Gatter setzen (siehe Abbildung 4.2 auf der n�ahsten Seite).Wir wollen dieses Modell im Weiteren das Gridmodell nennen.Im Folgenden wird die M�oglihkeit untersuht, gewisse Verdrahtungs-strukturen auf so ein Modell abzubilden.48
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Abbildung 4.2: Gridmodell - Die Gatter k�onnen an einem Grid ausgerihtetwerdenWir bezeihnen Gatter im allgemeinen Shaltkreismodell als A-Gatterund den Shaltkreis als A-Shaltkreis. Im Gridmodell werden die Gatterals R-Gatter (Relaygatter) bzw. der Shaltkreis als R-Shaltkreis bezeih-net. Die Gatter selbst untersheiden sih in ihrem Gattertyp nat�urlih nihtvoneinander, die Nomenklatur soll aber die Diskussion erleihtern.Eine wihtige Struktur w�are etwa die Vernetzung zwishen zwei Layerseines Netzwerkes, wobei alle Gatter der ersten Shiht mit allen Gattern derzweiten Shiht verbunden sind.4.1 Kn;m-Struktur im GridmodellDer Kn;m ist ein bipartiter Graph G = (V;E). Die Knotenmenge V kannman in zwei Teilmengen V1, V2 unterteilen soda� jV1j = n, jV2j = m, V1 \V2 = fg, V1 [ V2 = V und keine Kanten innerhalb der Knotenmengenauftreten, aber jeder Knoten in V1 mit jedem in V2 verbunden ist, also8a;b2V1 : (a; b) 62 E;8a;b2V2 : (a; b) 62 E;8a2V18b2V2 : (a; b) 2 E49



Abbildung 4.3: Der bipartite Graph K5;3In unserem Fall betrahten wir also einen Shaltkreis bei dem V1 dien Inputknoten x1; : : : xn und V2 die m Gatter des ersten Layers y1; : : : ; ymdarstellt, wobei jedes Gatter ein PL-Gatter ist. Damit sind die Kantengewihtet. Die Gewihte der Gatter werden folgenderma�en indiziert:wj;i ist das Gewiht das imj-ten Outputgatter (1 � j � m) dasi-te Inputgatter gewihtet (1 � i � m)Durh die Struktur des Shaltkreises soll es m�oglih sein, alle Gewihts-konstellationen in den A-Gattern durh Anpassung der Gewihte in denR-Gattern zu simulieren.F�ur die L�osung im Gridmodell ist allerdings nur die gewihtete Summevon Bedeutung da das Outputgatter einfah aus der Summe die PL-Funktionberehnen kann. Dieses Problem entspriht einer Matrix-Vektor Multiplika-tion y = W:x, wobei x der Inputvektor, y der Outputvektor (Spaltenvekto-ren) und W die m � n Gewihtsmatrix bestehend aus den Gewihten wj;iist. Die Frage w�are nun, ob und mit welhem Aufwand diese Struktur beisehr kleinem B zu implementieren ist.4.1.1 Kn;m-Struktur f�ur kurze VerbindungenB = 1 ist nat�urlih die minimal n�otige Verbindungsl�ange um �uberhaupteinen sinnvollen Shaltkreis zu erhalten. Jedes Gatter kann demnah mitseinen horizontalen und vertikalen Nahbarn verbunden werden, wenn dieGatter genau am Grid liegen. � ist in diesem Fall automatish auf vier50



beshr�ankt. Es wird sih zeigen da� bereits bei diesem minimalem B eineeinfahe und eÆziente L�osung des Problems existiert.Bei einem B von p2 und einem � von 8 k�onnte ein Gatter mit seinenaht Nahbarn in allen Himmelsrihtungen und den Diagonalen verbundenwerden. Wir werden im Folgenden die L�osung f�ur dieses Problem betrah-ten. Die L�osung f�ur B = 1 kann mit geringem Aufwand daraus konstruiertwerden.Lemma 4.1.1 DieKn;m-Struktur kann im Gridmodell mit B = p2, � = 3,(2nm +m � n) Gatter ,(6nm � 6m � 3n + 3) kreuzungsfreien Kanten undTiefe (2m+ n� 1) realisiert werden.Zum Beweis wird der Shaltkreis konstruiert. Die Idee ist hierbei, vertikaldie Summen \aufzubauen". Mit jedem vertikalen Gatter wird ein Inputgewihtet und zur Summe addiert. In jeder Spalte wird dies f�ur ein yjgemaht. Dazwishen gibt es Spalten die die Summen wieder aufspalten umden Inputwert zu erhalten.Der Shaltkreis besteht aus n Zeilen zu je 2m� 1 Gattern und eine wei-tere Zeile mit m Outputgattern. Am linken Rand werden die Inputknotenvertikal aufeinanderfolgend angeordnet. Wir bezeihnen die R-Gatter mitgj;i und rj;i f�ur j = 1; : : : ;m und i = 1; : : : n. Die gj;i sollen die Summenbilden und die rj;i sollen aus Summen die Inputwerte xi berehnen. DieFunktionen der Gatter sind de�niert als:rj;i = 8>>>><>>>>:xi f�ur j = 1, 1 � i � ngj�1;i f�ur 2 � j �m, i = 1gj�1;i � (wj�1;i�1)rj;i�1 f�ur 2 � j �m, i = 2gj�1;i � gj�1;i�1 + (1� wj�1;i�1)rj;i�1 f�ur 2 � j �m, 3 � i � n(4.1)gj;i = 8><>:rj;i f�ur i = 1rj;i + (wj;i�1)gj;i�1 f�ur i = 2rj;i + (wj;i�1 � 1)rj;i�1 + gj;i�1 f�ur 1 � j � m, 3 � i � n (4.2)Die Outputgatter y1; : : : ym sind dann so de�niert:yj = (wj;n � 1)rj;n + gj;n (4.3)Es ist leiht zu sehen da� die Gatter leiht in einem planaren Graphenmit kurzen Verbindungen anordenbar sind. Die r1;i ben�otigt man physish51



niht, sie sind die Inputs, welhe die erste \Spalte" einnehmen. Darauf folgteine Spalte von g1;i, dann eine Spalte r2;i, g2;i, : : : . Der Shaltkreis istf�ur n = 4 und m = 3 in Abbildung 4.4 zu sehen. Einen Ausshnitt auseinem solhen Shaltkreis mit Gewihten �ndet man in Abbildung 4.5 aufder n�ahsten Seite.Es wird nun behauptet da� f�ur alle Gatter gilt:rj;i = xi gj;i = i�1Xk=1wj;kxk + xi
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Damit gilt f�ur die Outputgatter nah Formel 4.3 auf Seite 51yj = (wj;n � 1)rj;n + gj;n= wj;nxn � xn + n�1Xi=1 wj;ixi + xn= nXi=1 wj;ixiund der Shaltkreis berehnet die gew�unshte Funktion.Die Gr�o�e des Shaltkreises ist leiht zu ermitteln. Man hat 2m � 1Spalten zu je n Gatter und weitere m Outputgatter, also 2mn + m � nGatter. Der Platzbedarf entspriht in etwa der Gr�o�e des Shaltkreises undist rehtekig (n� 1)� (2m� 1).(2m � 1) Gatter haben einen Fan-in von 1, (2m � 1) +m einen Fan-invon 2 und (2m�1)(n�2) einen Fan-in von 3. Das ergibt 6mn�6m�3n+3Kanten bei einem Fan-in und Fan-out beshr�ankt durh 3. Die Tiefe istdurh den Weg von x1 nah ym beshr�ankt und ist somit 2m+ n� 1.Wie bereits erw�ahnt kann man daraus leiht einen Shaltkreis mit B = 1konstruieren. Dazu m�ussen die Querverbindungen der L�ange p2 durh\Treppen" ersetzt werden. Abbildung 4.6 zeigt eine solhe Treppe. Statteinem Gatter ben�otigt man dann vier wodurh size und area um den Faktorvier steigen. Die Kantenanzahl verdoppelt sih.
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aAbbildung 4.6: Gridmodell - Diagonale Verbindungen k�onnen durh \Trep-pen" ersetzt werdenBemerkung: Die erste Zeile des Shaltkreises kann verbessert werden, der54



Gewinn ist aber nur minimal. Es ist auh m�oglih einen Shaltkreis mit nurmn Gattern und weniger als 3mn Kanten zu konstruieren. Dieser ist auhkreuzungsfrei, die Gewihte der R-Gatter sind aber Br�uhe von Gewihtender A-Gatter, was etwas l�astig ist. Au�erdem darf kein Gewiht Null sein.4.1.2 Kn;m-Struktur f�ur lange VerbindungenDie vorangegangene Konstruktion sheint sih niht auf gr�o�ere Werte von Bverallgemeinern zu lassen. F�ur gro�es B wird deshalb ein nat�urliher Ansatzgew�ahlt. Dabei werden wiederum die Inputs vertikal angeordnet, diesmalaber horizontal weitergef�uhrt. Im Abstand von B sind somit Kopien derInputs horizontal angeordnet. Diese Gatter werden im Folgenden \Quasi-Inputs" genannt. Zwishen diesen Spalten liegen die \Summengatter". Siehedazu Abbildung 4.7 auf der n�ahsten Seite.Die Summengatter bilden von den Inputs und Quasi-Inputs in ihrerReihweite gewihtete Summen. Die Summengatter bezeihnen wir mit gj;i,wobei gj;i eine Summe f�ur yj bildet. Wird in gj;i xk aufsummiert, so wird die-ses xk mit wj;k gewihtet. Das Gatter gj;i gibt seinen Output an gj;i+1 weiter.Diese Gatter sind vertikal im Abstand B voneinander angeordnet. Die Sum-mengatter zwishen zwei Quasi-Inputreihen fassen wir zu einer Blokspaltezusammen. Zusammenfassend kann man sagen:� Horizontal werden die Inputs im Abstand B weitergef�uhrt (Quasi-Inputs).� Zwishen den Quasi-Inputs werden gewihtete Summen gebildet (Sum-mengatter).� Die Teilsummen f�ur einen Output werden vertikal aufsummiert. ZweiTeilsummen f�ur ein yi haben jeweils Abstand B.� Ein Summengatter das von allen Inputs abh�angt ist Outputgatter.Ein solher Shaltkreis ist ausshnittsweise in Abbildung 4.8 auf Seite 57 zusehen. Dort sieht man auh da� alle g1;j , g2;j et. innerhalb einer Blokspaltejeweils in einem \Blok" zusammengefa�t sind. Ein Blok besteht somit ausB Zeilen und B�1 Spalten mit B(B�1) Summengattern. Ein (Quasi-)Inputgibt seinen Wert an alle Summengatter mit maximalen horizontalen undvertikalen Abstand B=2 weiter. Die l�angste Verbindung ist in diesem FallB=p2 und der unterste Blok in der Blokspalte besteht aus Outputgattern.55
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Ein Summengatter berehnet also f�ur ein j � 2gj;i = gj;i�1 + Xk2A�f1;ngwj;kxkEin Summengatter bekommt Inputs von B (Quasi-)Inputgatter. Nur an denR�andern (der oberste und unterste Blok) ist dies niht m�oglih.Betrahtung der Summengatter:Pro Blokspalte werden Summengatter f�ur B(B � 1) Outputs verwendet.Die Anzahl der ben�otigten Blokspalten bei m Outputs ist somit mB(B�1) .Wieviele Bl�oke sind in einer Blokspalte? Wegen der R�ander (ober-ster bzw. unterster Blok), bei denen niht alle B Inputs gen�utzt werden,ben�otigt man einen zus�atzlihen Blok. Es gibt also nB + 1 solhe Bl�oke ineiner Blokspalte. Sollte B gr�o�er als 2n sein, so ben�otigt man nur einenBlok. In jedem Blok sind B(B � 1) Gatter.size(SumGatter) = � nB + 1��B(B � 1)� mB(B � 1) = nmB +mBetrahtung der Quasi-Inputgatter:Wieviele Kopien der Inputs ben�otigt man? Rundet man die Anzahl derBlokspalten, so bekommt man die Anzahl der Kopien der Inputsspalte.Ben�otigt man nur eine halbe zus�atzlihe Blokspalte, so sind alle Gattervon der letzten Inputkopie aus erreihbar.size(Quasi-Inputs) = n� round� mB(B � 1)� � nmB(B � 1) + n2Gr�o�e des Shaltkreises:size = size(SumGatter) + size(Quasi� Inputs)� nmB + round� mB(B � 1)�n+m= O�nmB �Die Tiefe des Shaltkreises setzt sih zusammen aus dem Pfad zur letztenInputkopie und dem Pfad der l�angsten Summationskette.depth � mB(B � 1) + nB + 1 = O� mB2 + nB�58



Die Kanten setzen sih zusammen aus Kanten der (Quasi-)Inputs zu denSummengattern (nm), den horizontalen Kanten um die Inputs zu kopieren(� nmB(B�1) + n2 ) und den vertikalen um die Summen weiterzugeben (� mnB +m). edges � mn+ mnB + nmB(B � 1) + n2 +m = O(mn)Der Fan-in ist beshr�ankt durh B + 1, und falls B gr�o�er als n ist, durhn+ 1.4.1.3 Kn;m-Struktur bei kleinem Fan-inIm Allgemeinen soll auh der Fan-in � unabh�angig von B betrahtet werdenk�onnen. Auh der Fan-out ist eine wihtige Konponente, wird hier allerdingsniht betrahtet. Bei der letzten Konstruktion hatte man einen maximalenFan-in von B + 1. Soll der Fan-in � auf kleinere Werte beshr�ankt bleiben,so k�onnen die Summengatter jedenfalls nur die Summe von maximal � Va-riablen berehnen.Betrahtung der Summengatter:Bei unbeshr�anktem Fan-in war genau ein Gatter in einem Blok f�ur einenOutput zust�andig. Nun ben�otigen wir statt einem Gatter d B��1e Gatter mitFan-in �. Der Shaltkreis hat also d B��1e mal mehr Summengatter, bzw.dminfB;ng��1 e mal mehr wenn B gr�o�er als n sein kann.Auh hier gilt, da� jedes Gatter in einem Blok an ein Gatter im folgen-den Blok weiterleitet. Wurden alle Inputs von Gattern gewihtet, so wirddie Summe der d B��1e Gatter mittels �-Baum berehnet. Dieser Baumf�ur einen Output ben�otigt weniger als 2�d B��1e Gatter bei einer Tiefe vonlogd B��1 elog� .Betrahtung der Quasi-Inputgatter:In einer Blokspalte werden nun statt B(B�1) Outputs nur noh B(B�1)B��1 =(B � 1)(� � 1) Outputs berehnet. Die Anzahl der Blokspalten ist so-mit beshr�ankt durh m(B�1)(��1) und die Anzahl der Quasiinputgatter istnround� m(B�1)(��1)�.
59



Insgesamt ergibt sih die Gr�o�e des Shaltkreises zusize = size(SumGatter) + size(Quasi� Inputs) + size(Baum)� d B�� 1e�nmB +m�+ round� m(B � 1)(�� 1)�n+ 2m� d B�� 1e= O�nm� �Die Tiefe des Shaltkreises erh�oht sih ebenfalls. Es gibt mehr Blokspaltenund Quasi-Inputs und einen Baum am Ende der Berehnung.depth � m(B � 1)(�� 1) + nB + logBlog� = O� mB� + nB�4.1.4 Werte f�ur Verbindungsl�ange und Fan-inDieser kurze Abshnitt soll biologish plausible Werte f�ur den Fan-in � undunsere Verbindungsl�ange B angeben.Aus Kapitel 2.2.2 wissen wir, da� der Fan-in in biologishen Nezten aufetwa 105 beshr�ankt ist.F�ur die Verbindungsl�ange soll die Anzahl der erreihbaren Neuronen her-angezogen werden. Bei einer Verbindungsl�ange von 5mm im Kortex wirdein Fl�ahe von 523mm3 ershlossen. Bei einer Neuronendihte von 9:2�104sind das 4:8� 107 ansprehbare Neuronen, soda� bei unserer zweidimensio-nalen Abbildung ein B von etwa 4 � 103 ausreihend sein m�u�te um dieseAnzahl von Neuronen anzusprehen.4.2 KonklusionenEin Modell zur Untersuhung von Verbindungsstrukturen in NeuronalenNetzen wurde vorgestellt. Dieses sollte noh erweitert werden. Um drei-dimensionale Strukturen besser abbilden zu k�onnen sollte die Gatterdihteniht so streng aufteilend de�niert werden. Eine De�nition einer physika-lishen Diht (Neuronen pro Fl�ahe) w�are eine M�oglihkeit. Weiters soll-ten wenige lange Verbindungen m�oglih sein.Ein dreidimensionales Modellw�urde der Realit�at sehr nahe kommen, ist aber shwer zu behandeln.Ein indirektes Layout der wihtigsten Struktur zum Verteilen von In-formationen (verbinde alle Inputs mit allen Gattern) ist m�oglih. Dabeibekommt man shon bei den Minimalanforderungen an Fan-in und Verbin-dungsl�ange einen Shaltkreis mit ,im Wesentlihen, gleih vielen Kanten wie60



bei einer direkten Verdrahtung in Form eines vollst�andigen bipartiten Gra-phen. Allerdings steigt die Anzahl der Gatter betr�ahtlih und vor allem dieTiefe des Shaltkreises steigt von konstant auf linear. Gerade diese lineareTiefe d�urfte sih in Bezug auf Verz�ogerungszeiten in biologishen Netzwerkenals problematish herausstellen. Durh erh�ohte Verbindungsl�ange B kannman die Gr�o�e und Tiefe des Netzwerkes um den Faktor 1=B dr�uken. DaB eigentlih eine Fl�ahe von etwa B2 bestimmt, konnte man ho�en da� Bzu quadratishen Verbesserungen f�uhren w�urde. Dies wird bei dieser Kon-struktion nur teilweise erf�ullt. Asymptotish verbessert sih der Shaltkreismit steigendem B nur linear.Weiters f�allt bei kleinem Fan-in � (kleiner als B) asymptotish B ganzweg. Kleines Fan-in kann bei dieser Konstruktion also nur sehr wenig durhl�angere Verbindungen kompensiert werden.
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Anhang ABeweiseA.1 Beweis von Lemma 3.2.1Der Beweis erfolgt f�ur drei F�alle. Es wird gezeigt da� der zweite Ausdrukder Disjunktion genau dann erf�ullt ist wenn X = Y gilt (Fall a). Des wei-teren ist der erste Ausdruk dann erf�ullt wenn X > Y (Fall b) und nihterf�ullt wenn X � Y (Fall ). Daraus folgt die Behauptung.Beweis:Fall a) 80�i�n�1 : (xi = yi), X = Y ) Cn(X;Y ) = 1Fall b) 90�i�n�18i<j�n�1 : [(xi > yi) ^ (xj = yj)℄) i�1Xk=0 2k(xk � yk) + 2i(xi � yi) + n�1Xj=i+1 2j(xj � yj) > 0) X > Y ) Cn(X;Y ) = 1Fall ) :f90�i�n�18i<j�n�1 : [(xi > yi) ^ (xj = yj)℄g) n�1Xi=0 2i(xi � yi) � 0) X � Y ) Cn(X;Y ) = (X = Y ) 2A.2 Beweis von Lemma 3.2.2Wir beweisen die Korrektheit von Lemma 3.2.2 auf Seite 23 f�ur die F�alleX = Y , X > Y und X < Y (Wobei X bzw. Y der Einfahheit halber mit63



der durh sie dargestellten nat�urlihen Zahl gleihgesetzt werden). Damitist f�ur alle X,Y die Korrektheit bewiesen.Beweis:Fall 1: X = Y; Cn(X;Y ) = 1xi = yi f�ur i = 0 : : : n) C�=2(Xj;�; Y j;�) = C�=2(Y j;�;Xj;�) = 1 j = 1 : : : n=�Daher ist X 0 = Y 0 = (1; : : : ; 1) und es gilt Cn(X;Y ) = C 2n� (X 0; Y 0) = 1Fall 2: X > Y; Cn(X;Y ) = 1n�1Xi=0 2ixi > n�1Xi=0 2ixi) 90�a�n�18a<b�n�1 : (xa > ya) ^ (xb = yb)Sei Xk;� der Blok in dem xa vorkommt. Dann giltX l;� = Y l;� ) C(Xk;�; Y k;�) = C(Y k;�;Xk;�) = 1 f�ur l > kWeiters gilt Xk;� > Y k;� d.h. C(Xk;�; Y k;�) = 1 und C(Y k;�;Xk;�) = 0.Betrahtet man die Besha�enheit von X 0 und Y 0 so sieht man da� x0k = 1,y0k = 0 und alle h�oherwertigen Stellen identish sind. Daraus ergibt sihX 0 > Y 0 und C(X 0; Y 0) = C(X;Y ) = 1.Fall 3 X < Y ist analog zu Fall 2. 2A.3 Beweis von Lemma 3.3.3Der Beweis verwendet ein Blok partitions Argument. Man unterteilt dieZahlen in Bl�oke gleiher Gr�o�e. F�ur jeden Blok wird die Summe �uberalle Zahlen bestimmt und gezeigt, da� sih die Summe eines Bloks mit derSumme des zweitn�ahsten Bloks niht �ubershneiden.Dabei wird wieder in mehreren Shritten vorgegangen. Shritt 1 unter-teilt jede Zahl in sehr kleine Bl�oke. Shritt 2 summiert Bl�oke. Shritt 3zeigt nur noh, wie die vorherigen Summen das Ergebnis der Berehnung(zwei bin�ar kodierte Zahlen) ergeben.Beweis:Gegeben sei die bin�are Representation X1; : : : ;Xlogm der N -Bit Zahlen.64



Shritt 1: Wir unterteilen jede N -Bit Zahl Xi in O(N= log logm) aufeinan-derfolgende Bl�oke ~si;j zu je log logm Bits, f�ur i = 1; : : : ; logm undj = 0; : : : ; O(N= log logm). Jeder Blok ist jetzt in seinem Wertebe-reih beshr�ankt durh 2log logm�1 = logm�1. Die Summe aller j-tenBl�oke ~sj =Plogmi=1 ~si;j ist somit beshr�ankt durh (logm)(logm�1) =O(log2m).Shritt 2: Wir stellen denWert des j-ten Bloks (fast) un�ar kodiert dar. Diesgeht einfah, indem man die l-te Stelle des Bloks (l = 0; : : : ; log logm;l = 0 ist das least sigini�ant bit) 2l mal anbietet. Die Summe derj-ten Bl�oke ~sj =Plogmi=1 ~si;j ist dann die Summe von O(log2m) Bits.Nah Lemma 3.3.2 auf Seite 40 kann diese Summe durh einen Shwel-lenshaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexit�at O(fd(log2m)) mitFanIn � log2m berehnet werden. F�ur alle O(N= log logm) Blok-summen ben�otigt man also O(fd(log2m)N= log logm) Kanten.Shritt 3: Jede Bloksumme ~sj kann durh (2 logm) Bits dargestellt werden,soda� es in der bin�aren Darstellung von ~sj2j logm und ~sj+22(j+2) logmkeine �Ubershneidungen gibt. Seien nun~sgerade = Xj gerade ~sj:2j logm~sungerade = Xj ungerade ~sj:2j logmDann ist die bin�are Darstellung von ~sgerade einfah die Folge der Bitsin ~s0; ~s2; ~s4; : : : und analoges gilt auh f�ur ~sungerade. Damit gilt f�ur dieSumme der logm Zahlen Plogmi=1 Xi = ~sgerade + ~sgerade.Shritt 1 und Shritt 3 ben�otigen keine Berehnung. Sie zeigen uns nur,wie man die Inputs aufteilen mu�, bzw. wie man das Ergebnis aus derBerehnung des zweiten Shrittes erh�alt. Damit gelten die Komplexit�atendes Shrittes 2. 2
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